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Breve Corso di “Istituzioni di Matematica” 

(per studenti del Primo Anno delle Facoltà 

Scientifiche) -  Stefano Ranfone 
 

 

 

INTRODUZIONE 
 

Il presente manuale ha come obiettivo l’apprendimento di alcuni tra i principali strumenti 

dell’analisi matematica (limiti, derivate e integrali), della geometria analitica (piana e dello 

spazio), dell’algebra lineare (sistemi di equazioni lineari, vettori e matrici).  

Il corso sarà costituito da N unità didattiche per un totale di N ore di studio personale. 

Dalle informazioni in archivio, l’esame richiede il superamento di due prove. La prima è 

scritta ed è di solito costituita da esercizi che possono comprendere: 

 un problema di geometria analitica (dello spazio), 

 discussione e risoluzione di un sistema di equazioni lineari (spesso parametrico), 

 uno studio di funzioni, 

 il calcolo di un integrale definito. 

 

L’esito positivo della prova scritta è condizione necessaria per l’accesso alla prova orale 

che può vertere su domande, sia teoriche (relative all’enunciazione e dimostrazione di al-

cuni teoremi trattati dal professore durante il corso e che sono citati di seguito nelle relati-

ve unità didattiche) che applicative (cioè trattazione di problemi ed esercizi analoghi a 

quelli proposti nella prova scritta). Inoltre, va tenuto presente che, sebbene il professore 

non vincoli lo studente all’acquisto di un particolare libro di testo, la sua preferenza va al 

libro di Anichini e Conti “Calcolo” (voll. 1 e 2), Pitagora Editrice, che oltre 

all’esposizione teorica dei vari argomenti, offre anche innumerevoli esempi ed esercizi 

svolti. 

Si consiglia pertanto allo studente l’acquisto del suddetto libro. In ogni caso, almeno per 

quanto riguarda la prova scritta, può risultare utile (oltre alle indicazioni del tutor) 

l’utilizzo di  un qualsiasi libro di esercizi, come ad esempio Marcellini Sbordone “Eserci-

tazioni di Matematica” (vol.1), Liguori Editore.   
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UNITA’ DIDATTICA n° 0 
 

Il corso di “Istituzioni di  Matematica” prevede come prerequisiti alcuni argomenti fonda-

mentali  che di solito vengono trattati nei corsi di matematica della scuola superiore. Poi-

ché, in genere, la conoscenza di questi argomenti risulta piuttosto scarsa (e talvolta presso-

ché inesistente) nella maggior parte degli studenti che si accingono a seguire il corso uni-

versitario di matematica, è abitudine organizzare dei precorsi collettivi di matematica che 

sopperiscano a queste deficienze. Gli argomenti trattati nei suddetti precorsi sono i seguen-

ti: 

 

 Insiemistica di base, simbologia e notazioni, estremo superiore e inferiore. Esempi no-

tevoli di insiemi :N, Z, Q e R. Applicazioni tra insiemi: dominio, codominio, iniettività, 

suriettività, applicazione inversa, composizione di applicazioni.  

 

 Equazioni e disequazioni di 1° e 2° grado, fratte e irrazionali, con valore assoluto. Ope-

razioni con polinomi; divisione, MCD e m.c.m. Prodotti notevoli. 

 

 Trigonometria: definizione di seno, coseno, tangente etc… formule trigonometriche; 

semplici applicazioni alla geometria piana elementare (teorema dei seni e di Carnot). Ar-

chi associati.    Equazioni  e disequazioni trigonometriche. 

 

 Definizione di funzione esponenziale e logaritmica: proprietà ed esercizi. Equazioni e 

disequazioni logaritmiche ed esponenziali. 

 

La trattazione dei precedenti argomenti esula da questo MPD e quindi si ritiene che sia uti-

le riportare di seguito soltanto una delle verifiche che vengono proposte agli studenti alla 

fine del corso propedeutico, il superamento della quale è da ritenersi condizione vincolante 

per un buon inizio del corso universitario di Matematica. 
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VERIFICA DEL PRECORSO DI MATEMATICA 

 

 

1. Risolvere e discutere le seguenti equazioni/disequazioni: 
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2. Risolvere le seguenti equazioni trigonometriche: 

 

2cos2sen  xx  
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3.   Risolvere le seguenti equazioni esponenziali e logaritmiche: 
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4.  Calcolare estremo superiore ed inferiore dei seguenti insiemi e dire se si tratta di 

massimo e minimo: 
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TEMPO CONSENTITO 2 ORE   
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UNITA’ DIDATTICA n°2 
 

LE SUCCESSIONI ED I LORO LIMITI 

 

ORE DI LEZIONE 3 

 

ORE DI STUDIO PERSONALE 6 

 

 

Prima di iniziare è consigliabile leggere attentamente il capitolo del libro di testo consi-

gliato dal docente oppure quello del Manuale generale della disciplina inerente le succes-

sioni. 

 

La presente unità didattica verrà divisa in due parti distinte : la prima che avrà lo scopo di 

fornire i principali strumenti per il calcolo del limite di una successione, la seconda  tratte-

rà invece i principali teoremi relativi ai limiti di successioni. 

 

Si definisce intuitivamente, limite di una successione quel valore, se esiste, attorno al qua-

le si addensa definitivamente la successione al crescere di n all’infinito; tale valore può es-

sere finito o infinito. 

 

Tecniche di calcolo 

 Il primo passo per il calcolo del limite di una successione è quello di sostituire il valore 
n  nell’espressione che definisce il generico elemento an della successione. Questo 

procedimento può portare a due risultati: 

 un valore ben definito, 

 una forma indeterminata (e.g., 



 , 

0

0
 ,   , 0  , 1 , 00 , 0 ). 

 

Nel primo caso l’esercizio è concluso; nel secondo si deve adottare una tecnica per cercare 

di risolvere l’indeterminazione.  

In generale, per calcolare i limiti (e risolvere le forme di indeterminazione suddette), non 

solo delle successioni ( NA: ) ma anche delle funzioni di variabile reale ( :f ), si 

raccomanda di individuare e raccogliere il “fattore dominante” in ciascun termine, tenen-

do conto delle seguenti “gerarchie”  tra “infiniti” (e tra “infinitesimi”): 

 

per Nn , n  :   nnann nn ln!  
 ,     )1,0(  a ,  

 

ovvero, per x  , x   :  xxxa x ln 
,       )1,0(  a , 

con: 

 e
x

x

n













1
1lim   ,      (e  2.718…, numero di Nepero). 

Analogamente, per 0x   (i.e.,  x infinitesimo), si ha la seguente gerarchia: 
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 xx    ,    )0(   . 

Inoltre, sempre per 0x , al 1° ordine (i.e.,  “in prima approx.”) si può porre: 
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ESEMPIO 1 

Calcolare il seguente limite: 

8

1
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Sostituendo il valore   al posto di n nella funzione, il numeratore tenderà a    mentre il 

denominatore varrà 8 e quindi il limite varrà  . 

 

ESEMPIO 2 

Calcolare il seguente limite: 

2

2

6
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n
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

 

 

In questo caso la sostituzione porta ad una forma indeterminata del tipo 









 per risolvere 

la quale un’idea è quella di raccogliere sopra e sotto la quantità maggiore per poi semplifi-

care ed ottenere così che il limite vale 
6

1
. 

 

ESEMPIO 3 

Calcolare il seguente limite: 

nn
n




1lim  

 

Anche in questo caso la sostituzione diretta porta ad una forma indeterminata del tipo 

  ; l’idea in questo caso è quella di moltiplicare e dividere per la somma delle radici 

in modo da avere così che il numeratore vale 1 mentre il denominatore è una somma di in-

finiti e quindi il limite vale 0. 
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Tuttavia, questo trucco non potrebbe essere di alcun aiuto qualora l’indice delle “radici” 

fosse maggiore di 2. In tal caso, infatti, dovremmo utilizzare i criteri esposti sopra, basati 

sugli infiniti e infinitesimi; il seguente esempio illustra più chiaramente il metodo: 
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Per il calcolo dei limiti talvolta è necessario ricorrere all’utilizzo dei cosiddetti limiti note-

voli, quali ad esempio: 
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ESEMPIO 4 

Calcolare il seguente limite: 

 
!
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La forma indeterminata del tipo  1  si può risolvere raccogliendo una n all’esponente 

come segue 
 !1

1
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
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
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
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
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Osservando che il limite notevole dentro la parentesi quadrata vale e ed inoltre ricordando 

che la funzione 
xe  tende all’infinito quando x tende all’infinito si ha che il limite vale  . 

 

Inoltre, allo scopo di risolvere le forme indeterminate del tipo 1 , 00 , 0 , è utile usare la 

seguente identità: 

    
fgg ef lnlimlim  . 

 

Per esempio, 
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Altro esempio:  

 

ESEMPIO 5 

Calcolare il seguente limite: 

 

n
n

n

2

2

lim


 

 

Per il suddetto confronto tra infiniti questo limite vale 0. 

 

Inoltre, allo scopo di risolvere le forme indeterminate del tipo  

 

Principali teoremi sui limiti 

La conoscenza dei teoremi sui limiti è richiesta per la prova orale, ma può talvolta rivelarsi 

utile anche nella risoluzione di alcuni esercizi. Per questo motivo verranno di seguito elen-

cati in modo conciso: 

 

Teorema dell’unicità del limite 

Il limite di una successione se esiste è unico. 

 

 

 

Teorema della permanenza del segno 
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Se una data successione ammette limite positivo (negativo) allora essa assume definitiva-

mente valori positivi (negativi). 

 

Teorema dei carabinieri 

Una successione definitivamente maggiorata e minorata da due successioni che ammetto-

no lo stesso limite , assume anch’essa lo stesso limite. 

 

Operazioni tra limiti 

Date due successioni convergenti si ha che: 

 il limite della somma è uguale alla somma dei limiti, 

 il limite del prodotto è uguale al prodotto dei limiti, 

 il limite del quoziente è uguale al quoziente dei limiti (qualora il denominatore non si 

annulli). 

 

Talvolta, specialmente negli esercizi proposti nella prova orale d’esame, si fa riferimento a 

due teoremi, forse meno noti, ma altrettanto importanti: 

 

Teorema 1 

Una successione limitata per una infinitesima ha limite 0. 

 

Teorema 2 

Una successione infinita per una opportunamente limitata  inferiormente (superiormente) 

ammette limite infinito. 

 

ESEMPIO6 

Calcolare il seguente limite: 

 

2

)!log(
lim

n

n

n 

 

 

Per il confronto tra funzioni si ha che: 

 

222

)log()!log()log(

n
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n

n

n

n
  

 

 

 Osservando che il primo ed il terzo membro tendono a 0 per il confronto di infiniti, si ha 

che anche la successione data ammette limite e questo limite è proprio 0. 
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A conclusione della presente Unità Didattica, schematizziamo quindi quanto abbiamo ap-

preso, almeno per quanto riguarda i limiti delle successioni:  

 

nn
a


lim  

 

 

 

 

sostituzione del valore   al posto di n 

 

 

 

 

 

Risultato     Forma indeterminata 

 

 

Utilizzo di una delle tecniche di 

calcolo quali: 

 raccoglimento di una stessa 

quantità sopra e sotto, 

 prodotto per una stessa quanti-

tà sopra e sotto, 

 riconoscimento di un limite 

notevole, 

 confronto tra infiniti, o tra in-

finitesimi, 

 applicazione di un teorema. 

 

 

Per approfondire la presente unità didattica si legga il paragrafo del libro di testo inerente 

le successioni monotone e la loro regolarità. 
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ESERCIZI DI RIEPILOGO 

 

Per fissare le idee sugli argomenti sopra proposti è utile che lo studente si cimenti nella ri-

soluzione dei seguenti esercizi: 

 

Calcolare i seguenti limiti, se esistono: 

 

1.   

n

n x

x













 2

1
lim  

2. 
1

log
2lim
 x
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n
 

3. x

x

n 3log

2log
lim


 

4. 
















 2
cos

2
sen2

lim
n

n
n

n
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UNITA’ DIDATTICA n°3 
 

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unità didattica, si risponda ai se-

guenti quesiti: 

 

 Una successione convergente è limitata? Ed una successione limitata è convergente?     

Dare eventuali controesempi. 

 Esiste il nn

n

)1(lim 


 ?  

 Determinare due successioni infinite tali che la loro differenza ha limite finito. 

 

 

LE FUNZIONI ED I LORO LIMITI 

 

ORE DI LEZIONE  4 

 

ORE DI STUDIO PERSONALE 8 

 

Come abbiamo già visto nella precedente Unità Didattica, una successione è una particola-

re funzione, per cui le regole ed i criteri suggeriti per  risolvere i limiti delle successioni si 

possono, con le dovute modifiche, estendere facilmente anche ai limiti delle funzioni. Da 

tener presente che in quest’ultimo caso, oltre alle precedenti, si hanno due nuove tecniche: 

la formula di Taylor ed i teoremi de L’Hopital per l’enunciazione dei quali, però, è neces-

sario introdurre il concetto di derivata. Quindi sarà solo alla fine della relativa unità didat-

tica che lo studente avrà una visione generale sulle tecniche per il calcolo dei limiti e che 

potrà così scegliere tra tutte quelle più opportuna per il calcolo di uno specifico limite pro-

posto.  
 

Gli esempi di seguito proposti completano il quadro delle tecniche utilizzabili per il calco-

lo dei limiti di funzione più comuni: 

 

ESEMPIO1 

Calcolare il seguente limite 

3

2

0 2

3
lim

x

xx

x





 

Sostituendo il valore del punto all’interno della funzione si ottiene una forma indetermina-

ta del tipo 






0

0
; ma è sufficiente raccogliere una 

2x  al numeratore e al denominatore per 

aver risolto l’indeterminazione ed ottenere che il limite vale   . 

 

ESEMPIO2 

Calcolare il seguente limite: 
x xx

x

94lim 

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La sostituzione diretta porta ad una forma indeterminata del tipo  0 . L’idea, come già 

anticipato in un esempio delle successioni, è quella di raccogliere (come sempre) il termi-

ne “dominante” dentro la radice; quindi 91
9

4
994

1

limlim 

























xx

x

x xx

x

 . 

 

Anche per le funzioni spesso è utile, nel calcolo di un dato limite, far riferimento ai cosid-

detti limiti notevoli, di alcuni dei quali peraltro è talvolta richiesta la dimostrazione, effet-

tuabile utilizzando le relazioni date in precedenza nel contesto del “metodo degli infiniti e 

infinitesimi”. I limiti notevoli più spesso utilizzabili sono i seguenti:  

1
sen

lim
0


 x

x

x

 

2

1cos1
2

0
lim 



 x

x

x

 

1
1

lim
0




 x

e x

x

 

1
)1log(

lim
0




 x

x

x

 

 

ESEMPIO3 

Calcolare il seguente limite: 

x

e x

x 4sen

12

0
lim





. 

Anche il questo caso la forma indeterminata è del tipo 






0

0
, ma osservando l’analogia con 

due dei limiti notevoli suddetti e moltiplicando e dividendo per opportune quantità si ot-

tiene:  
2

1

4

2

4sen

4

2

1

4sen

1 2

0

2

0
limlim 






 x

x

x

x

x

e

x

e x

x

x

x

 

 

ESEMPIO4 

Calcolare il seguente limite: 

 x

ox

x
3

1lim 


 

In questo caso la forma indeterminata è del tipo  1 , ma operando la sostituzione 
x

y
1

  

il limite diventa  
3

3

1
1lim e

y

y

y













 riconducendosi all’analogo limite notevole già citato 

nel caso delle successioni. 
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Si possono introdurre a questo punto i concetti di limite destro e di limite sinistro di una 

funzione per x che tende ad un certo 
0

x  tenendo presente il teorema che garantisce 

l’esistenza di un dato limite se e soltanto se entrambi i limiti destro e sinistro esistono e 

sono uguali. Il suddetto teorema è utile per provare talvolta che un dato limite non esiste 

oppure nel caso in cui la funzione sia definita in modo diverso negli intorni destro e sini-

stro di un dato punto. 

 

ESEMPIO5 

Calcolare il 
xx

1
lim

0

. 

In questo caso distinguendo i 
xx

1
lim

0

 e  
xx

1
lim

0

  si osserva come il primo valga   men-

tre il secondo   e che quindi il limite proposto non esiste. Lo stesso risultato in questo 

caso banale, si poteva evincere dall’analisi del comportamento grafico della funzione 

x
y

1
  (l’iperbole equilatera) in un intorno dell’origine. 

 

ESEMPIO6 

Calcolare il 
x

x

x

sen
lim

0

. 

Procedendo analogamente all’esempio precedente si ha che  1
sen

lim
0


 x

x

x

 e 

1
sen

lim
0





 x

x

x

; il limite proposto esiste e vale 1. 

 

Per approfondire l’argomento è utile rivedere alcuni teoremi meno noti inerenti i limiti di 

funzioni ed alcune applicazioni pratiche. Tra questi ad esempio abbiamo il 
 

Criterio che lega i limiti di funzioni e di successioni 

Data una funzione f(x)  ed 
0

x  un punto di accumulazione per f(x), allora si ha che 

 Lxf
xx




)(lim
0

esiste se e solo se presa una qualsiasi successione 
n

x  che tende ad 
0

x   

allora  Lxf
nn



)(lim . 

 

Vediamone di seguito una sua applicazione. 

 

ESEMPIO7 

Provare che il limite x
x

senlim


 non esiste.  
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Intuitivamente è ovvio che la funzione seno oscilla all’infinito tra i valori 1 e –1 senza sta-

bilizzarsi mai attorno ad un unico valore compreso tra questi due. Per provare però for-

malmente che il limite non esiste possiamo rifarci al teorema suddetto ed esibire due suc-

cessioni 
n

x ed
n

y  entrambe infinite tali che 


)(lim
nn

xf )(lim
nn

yf


; il presente risultato 

garantisce l’impossibilità dell’esistenza dl limite. Se ad esempio scegliamo nx
n

2  e 

ny
n




2
2
  si osserva che 0)(lim 

 nn
xf  mentre 1)(lim 

 nn
yf . 

 

Volendo a questo punto schematizzare il procedimento del calcolo dei limiti, avremo: 

 

 

)(lim
0

xf
xx

 

 

 

 

 

sostituzione del valore 
0

x  al posto di x nella funzione 

 

 

 

 

 

Risultato     Forma indeterminata 

 

 

 

 

                                  il limite non esiste:                il limite esiste: 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 Calcolo dei limiti 

destro e sinistro, 

 Applicazione del 

Teorema che lega 

limiti di funzioni e 

di successioni 

 Applicazione di 

una delle tecniche 

di calcolo suddette, 

 Formula di Taylor, 

 Teorema de 

L’Hopital. 
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ESERCIZI DI RIEPILOGO 
 

Calcolare, se esistono i seguenti limiti: 

 

 

1. x

x

e
1

0
lim



 

2. 

x

x x

x
3

1

2
lim 















 

3. 
)1log(

)sen(
4lim

x

e x

x 





 

4. 
x

e
x

x

1
lim

0





 

5. 
1

1
log)1(lim 2

0 




 x

x
x

x
 

6. 
)1log(

1

2

0
)1(lim x

x
xx 


  

7. 1

1
lim

0 



 x

x x

x  

8. 2

43 2

0

211
lim

xx

xx

x 



  
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UNITA’ DIDATTICA n°4 
 

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unità didattica, si risolvano i se-

guenti limiti e si risponda ai seguenti quesiti: 
 

 
x

ex x

X
3

2

0 cos1

)1(
lim







 

 

 
)24log(

)1log(
23

2

lim
xx

xx

x 





 

 x

x

x
1

1

lim




 

 Esiste il  
x

x

xx )cos(lim 


?  

 Provare, che il x
x

senlim


 non esiste. 

 

LA CONTINUITA’ 

 

ORE DI LEZIONE 2 

 

ORE  DI STUDIO PERSONALE 5 

 

La nozione di continuità è un concetto locale, cioè si dice che una funzione è continua in 

un punto 
0

x , di accumulazione per la funzione, se esiste il )()(
0lim

0

xfxf
xx




.Se invece 

0
x è un punto isolato si assume che f(x) sia continua in 

0
x . 

 

ESEMPIO1 

Dire se la funzione così definita è continua in x = 0: 

 

f(x)=
0

0
sen












x

x

x

x
e x

 

 

 

Per provare la continuità della funzione in 0 è sufficiente provare che esiste (finito) il limi-

te per x che tende a 0 di f(x) e che è esattamente uguale a f(0) = 1. Poiché la funzione è de-

finita in modo nell’intorno destro di 0 ed in un altro nell’intorno sinistro è necessario di-

stinguere i seguenti due limiti: 
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1)( limlim
00


 

x

xx

exf  

1
sen

)( limlim
00


  x

x
xf

xx

. 

 

 

Poiché entrambi valgono 1 possiamo dedurre che f è continua in 0. 

Talvolta però viene richiesto di verificare la continuità di una funzione su un intervallo; 

per poter rispondere a questo quesito è necessario sapere che: 

 

 Somma (differenza) di funzioni continue in un punto è ancora continua nel punto, 

 Prodotto di funzioni continue in un punto è ancora continua nel punto, 

 Quoziente (con denominatore non nullo) di funzioni continue in un punto è ancora con-

tinua nel punto, 

 Composizione di funzioni continue in un punto è ancora continua nel punto. 

 

Quindi nota la continuità delle funzioni elementari (polinomi, logaritmo, esponenziale, 

funzioni trigonometriche, etc….) è possibile dedurre la continuità di una data funzione sul 

suo campo di esistenza. 

 

ESEMPIO2 

Discutere la continuità della funzione 
0

0
1cos

)1log(
)(

2

2
















x

x

x

x

x
xf  

 

Si osserva che il dominio della funzione è tutta la retta reale: per gli x>0 la funzione è 

composizione di funzioni continue  e quindi è continua, analogamente per gli x<0 la fun-

zione è quoziente di funzioni continue con denominatore non nullo e quindi è continua. 

Quindi l’unico punto da verificare utilizzando la definizione è lo 0. 

Calcolando i due limiti: 

 

0)1log()( 2

00
limlim 

 

xxf
xx

 

2

11cos
)(

2
00

limlim 



  x

x
xf

xx

 

 

ed osservando che sono diversi si deduce che la funzione è continua in  0 . 

 

Ricapitolando: 
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continuità di f(x) 

 

 

 

 

in un punto 
0

x                                          in un intervallo 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Da ricordare alcuni tra i numerosi teoremi relativi alle funzioni continue: 

 

Teorema di Weierstrass 

Una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato ammette sempre massimo e mi-

nimo assoluti. 

 

Teorema di esistenza degli zeri  

Una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato e che assume valori discordi agli 

estremi ammette almeno uno zero. 

 

Teorema dei valori intermedi 

Una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato assume tutti i valori compresi tra 

il massimo ed il minimo. 

 

Per approfondire l’argomento è utile analizzare il caso in cui una data funzione non è con-

tinua in un punto. In tal caso si parla di punto di discontinuità e si distingue il tipo di di-

scontinuità come segue: 

 discontinuità eliminabile 

se il limite della funzione per x che tende al punto esiste finito, ma diverso dal valore 

della funzione nel punto, 

 discontinuità di 1° specie 

se i limiti destri e sinistri della funzione per x che tende al punto esistono entrambi fini-

ti, ma diversi, 

 discontinuità di 2° specie 

se uno o entrambi i limiti destri e sinistri della funzione per x che tende al punto esisto-

no infiniti o non esistono 

 

Si  verifica se 

 )()(
0lim

0

xfxf
xx




        

 

Si analizza la funzione 

deducendone la conti-

nuità da quella delle 

funzioni elementari di 

cui è composta. 
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Alcuni esercizi, di seguito proposti saranno utili per fissare le idee sulla continuità delle 

funzioni: 

 

ESERCIZIO1 

Discutere la continuità della funzione 
1

)(
2 




x

e
xf

x

 sul suo dominio. 

 

ESERCIZIO2 

Determinare i valori del parametro reale a affinché la seguente funzione risulti continua su 

tutto  . 

0

0

,2

,)1(
)(

2

2














x

x

xxa

xarctg
xf

 

 

ESERCIZIO3 

Classificare secondo le definizioni suddette il tipo di discontinuità in 0 delle seguenti fun-

zioni: 

 

 













0

0,

,0

1

)(
x

x
xxf

 

 

 













0

0
,

2

1
)(

x

x
x

e
xg

x

 

 

 

0

0
,

1

1
)(












x

x
xh  
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UNITA’ DIDATTICA n°5 
 

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unità didattica, si risolvano i se-

guenti limiti e si risponda ai seguenti quesiti: 
 

 Fare un esempio di una funzione che abbia una discontinuità di 2° specie in 0. 

 Discutere la continuità, al variare del parametro della funzione: 

 

 

0

0

arctg
)(

22







 


x

x

x

x
xf


 

 

 

 Discutere la continuità su tutto l’asse reale della seguente funzione e discutere le even-

tuali discontinuità: 

 

xx

x
xf




3

sen
)(  

 

LA DERIVABILITA’ 

 

ORE DI LEZIONE 4 

 

ORE  DI STUDIO PERSONALE 8 

 

La nozione di derivabilità, come del resto quello di continuità, è un concetto locale.  

 

Possiamo dare due diverse definizioni di derivabilità: 

 

 analitica  

f è derivabile in un punto se esiste finito il limite del rapporto incrementale ed in tal ca-

so il valore del suddetto limite è proprio la derivata della funzione nel punto, 

 

 geometrica 

f è derivabile in un punto se esiste la retta tangente al grafico della funzione nel punto e 

la derivata della funzione f è proprio il coefficiente angolare della suddetta retta tangen-

te. 

 

E’ ovvio che le due definizioni sono equivalenti. 

 

Lo studente alla fine di questa unità didattica deve essere in grado di risolvere due diversi 

tipi di quesiti: 

1. studiare la derivabilità di una data funzione in un punto (o in un intervallo), 
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2. calcolare la derivata di una funzione. 

 

Per risolvere il primo tipo di esercizio il procedimento da applicare è analogo a quello già 

schematizzato per la continuità di una funzione in un punto (o in un intervallo). 

 

ESEMPIO1 

Si dica se la funzione xsen  è derivabile nell’origine. 

Applicando la definizione, l’esercizio si riduce a valutare  il limite del rapporto incremen-

tale: 

 

x

x

x

sen
lim

0

 

 

 

che banalmente non esiste in quanto è possibile provare che il limite destro e sinistro esi-

stono entrambi finiti ma diversi. 

Si deduce quindi che la funzione data non è derivabile nell’origine. 

 

Talvolta però viene richiesto di verificare la derivabilità di una funzione su un intervallo; 

per poter rispondere a questo quesito è necessario sapere che: 

 

 Somma (differenza) di funzioni derivabili in un punto è ancora derivabile nel punto, 

 Prodotto di funzioni derivabili in un punto è ancora derivabile nel punto, 

 Quoziente (con denominatore non nullo) di funzioni derivabili in un punto è ancora de-

rivabile nel punto, 

 Composizione di funzioni derivabili in un punto è ancora derivabile nel punto. 

 

Quindi nota la derivabilità delle funzioni elementari (polinomi, logaritmo, esponenziale, 

funzioni trigonometriche, etc….) è possibile dedurre la derivabilità di una data funzione 

sul suo campo di esistenza. 

 

Da sottolineare che le funzioni elementari che non sono derivabili in tutto il loro dominio 

sono soltanto x  e x  che sono derivabili dove sono definite eccetto che nell’origine. 

Lo studio dei rispettivi grafici evidenzia come nei due casi l’origine sia un punto di non 

derivabilità di diversa specie: 

 

 Per x  l’origine è un punto angoloso (la derivata destra e sinistra esistono entrambe fi-

nite ma diverse, che equivale a dire geometricamente che la tangente destra differisce 

dalla tangente sinistra e quindi non esiste retta tangente al grafico nel punto), 

 

 Per x l’origine invece è un punto a cuspide ( la derivata destra tende a   è cioè il 

grafico in quel punto ha tangente verticale) 
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ESEMPIO2 

Discutere la derivabilità della funzione  
3

)(
x

exf   sul suo dominio. 

 

 

Poiché il dominio della funzione è tutto   e poiché )(xf  è composizione di funzioni de-

rivabili ovunque eccetto che nell’origine, l’esercizio si riconduce a studiare la derivabilità 

della funzione nella sola origine. Da sottolineare che quanto detto sopra non mi consente 

ne di dedurre ne di escludere la derivabilità della funzione nell’origine.  

 

Pertanto è necessario calcolare i 0
1

3

lim
0




 x

e x

x

  e  0
1

3

lim
0




  x

e x

x

 deducendo così la 

derivabilità su tutto  . 

 

Il secondo tipo di esercizio consiste invece nel calcolo esplicito della derivata di una fun-

zione data e si basa sulla conoscenza delle derivate delle principali funzioni (è possibile 

reperire una tabella del genere su qualsiasi manuale di analisi matematica) e sulle regole 

che seguono. 

 

Date le funzioni derivabili f e g allora: 

 

1.   gfgf 


  

2.   gfgfgf 


  

3. 
2g

gfgf

g

f 












 

4.   ffgfg 


)(  

 

 

Indispensabile per il superamento della prova orale è, senza dubbio, la conoscenza dei se-

guenti teoremi: 

 

Teorema di Rolle, 

Teorema di Lagrange , 

Teorema di Cauchy, 

 

ma soprattutto delle loro conseguenze: 

 se f è derivabile in un dato intervallo e la derivata prima è positiva allora f è crescente 

nell’intervallo (e viceversa) 

 se f  ha derivata prima nulla in un dato intervallo allora f è costante nell’intervallo. 
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Volendo schematizzare le tecniche risolutive apprese in questa unità didattica in relazione 

all’esercizio proposto: 

 

 

Discutere la derivabilità di f(x) in un 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Per approfondire l’argomento si veda la definizione di differenziabilità per una funzione 

f(x) in un dato punto
0

x  ed i relativi teoremi che legano la derivabilità di f(x) in 
0

x  con la 

differenziabilità di f (x) nello stesso punto ( si può provare che sono concetti equivalenti 

per le funzioni di una sola variabile reale). I suddetti teoremi, con relative dimostrazioni 

potrebbero essere una possibile domanda della prova orale. 

Si veda inoltre la definizione di derivata successiva e le relazioni che sussistono tra il se-

gno della derivata seconda e la concavità / convessità della funzione in un dato intervallo. 

 

Per fissare le idee sugli argomenti trattati si risolvano i seguenti esercizi. 

ESERCIZIO1 

Discutere la derivabilità della funzione 
x

x
xf

sen
)(  nell’origine. 

ESERCIZIO2 

Discutere al variare dei parametri reali a e b la continuità e la derivabilità della funzione 

punto 
intervallo 

Si applica la definizione 

e si calcola il limite del 

rapporto incrementale in 

quel punto, se esiste. 

Si deduce la derivabilità di 

f(x), eccetto eventualmente in 

un numero finito di punti, co-

noscendo la derivabilità delle 

funzioni elementari che la 

compongono. 

Si calcola il limite del rap-

porto incrementale solo per i 

punti suddetti 
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0

0

)1log(
)(














x

x

x

bax
xf  

sul proprio dominio. 

 

ESERCIZIO3 

Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni: 

 

xx

xe
xf

x

cossen
)(


  

)14(sen)( 32  xxxg  

  1arctglog)(  xxh  

tgxexl xx 4sen)(   

xxxt )(
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UNITA’ DIDATTICA n°6 
 

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unità didattica si risponda ai se-

guenti quesiti: 
 

 Discutere la derivabilità delle seguenti funzioni nel punto x = 0: 

 
x

xsen
 

 
x

e
x

1
 

 xx 2
 

 

 discutere al variare dei parametri reali a e b la continuità e derivabilità della seguente 

funzione 

 

0

0
,)(












x

x

bax

x
xf

x

 

 

 Una funzione continua è derivabile? Ed il viceversa è vero? 

 

LA FORMULA DI TAYLOR E LA REGOLA DI DE L’HOPITAL 

 

ORE DI LEZIONE 2 

 

ORE  DI STUDIO PERSONALE 5 

 

La formula di Taylor è un metodo che, sotto determinate ipotesi consente di approssimare 

localmente una funzione con un polinomio. Come già visto in precedenza un limite di 

quoziente di polinomi è piuttosto semplice da risolvere; questo spiega l’utilità di una tale 

approssimazione. Ma in quanto tale, una approssimazione comporta un errore (detto resto 

n-esimo) che talvolta però può essere trascurato, come dimostra la trattazione del metodo 

degli “infiniti” e “infinitesimi” per il calcolo dei limiti (di forma indeterminata) data in 

precedenza. oppure stimato per stabilire il grado minimo del polinomio di Taylor affinché 

il suddetto errore risulti inferiore ad un certo valore dato. 
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Prima di introdurre però la formula di Taylor è necessario definire alcuni concetti base. 

 

Siano f(x) e g(x) due funzioni infinitesime per x che tende ad uno stesso valore 
0

x , allora 

in base al valore del L
xg

xf

xx


 )(

)(
lim

0

 posso confrontare i due infinitesimi (se il limite esi-

ste) come segue: 
 

 Se L è finito e non nullo si dirà che f e g sono infinitesimi dello stesso ordine, 

 Se L = 0 si dirà che f è un infinitesimo di ordine superiore di g e si scriverà così 

))(()( xgoxf  , 

 Se L =   si dirà che g è un infinitesimo di ordine superiore di f e si scriverà così 

))(()( xfoxg  . 

 

A questo punto è possibile definire l’ordine di infinitesimo di una data funzione f(x) 

nell’intorno di un punto 
0

x , come il più piccolo valore k per cui esiste finito non nullo il 

k
xx xx

xf

0

)(
lim

0 

, confrontandola quindi con il cosiddetto infinitesimo campione 
k

xx
0

 .  

 

 

Da tutto ciò segue il Principio di sostituzione degli infinitesimi secondo il quale date quat-

tro funzioni )(xf , )(
1

xf , )(xg e )(
1

xg  infinitesime per x che tende ad 
0

x  e tali che 

))(()(
1

xfoxf   e ))(()(
1

xgoxg   allora si ha che  

)(

)(

)()(

)()(
limlim

00
1

1

xg

xf

xgxg

xfxf

xxxx 





. 

 

Possiamo pertanto enunciare il: 

Teorema di Taylor 
 

Data una funzione di classe  ),( baC n
 e sia 

0
x  un punto interno all’intervallo (a,b) allora 

 

),(
!

)(
)(....

!2

)(
)())(()()( 0

0

0

)(

2

0

0000 xxR
n

xx
xf

xx
xfxxxfxfxf n

n

n 







 

dove ))((),(
00

n

n
xxoxxR  . 

 

Si chiede a questo punto allo studente, applicando la formula suddetta, di provare a svilup-

pare alcune semplici funzioni (sen x, cos x,  
xe , etc….) in un intorno di un dato punto 

0
x  

tenendo presente che nella maggior parte degli esercizi proposti verrà richiesto lo sviluppo 
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di Taylor in 0
0
x  (altresì detto sviluppo di Mac–Laurin).  Acquisito tale metodo però 

non è necessario ogni volta calcolare lo sviluppo; infatti gli sviluppi in 0
0
x  delle prin-

cipali funzioni sono elencati nella maggior parte dei libri di testo e per risolvere un dato 

esercizio è sufficiente non tanto saperlo calcolare, quanto dare prova di saperlo applicare 

al caso specifico. 

 

Gli esempi che seguono chiariranno la teoria fino a qui illustrata. 

 

ESEMPIO1 

Calcolare il seguente limite: 

)1log(tan

3cos2
2

0

2

lim
xxx

xe x

x 




 

 

Conoscendo o ricavando gli sviluppi di: 

 )(
2

1 5

4

22

xo
x

xe x   

)(
!42

1cos 5

42

xo
xx

x   

)(
15

2

3
tan 65

3

xox
x

xx   

)(
2

)1log( 5

4

22 xo
x

xx   

e sostituendoli all’interno del limite si avrà: 

 

12

712

7

)(

)(
12

7

)(
2

)(
3

)(3
!42

12
2

1

4

4

0
44

44

0
5

4

24

3

5

424

2

limlimlim 



































 x

x

xox

xox

xo
x

xxo
x

xx

xo
xxx

x

xxox

 

Da sottolineare come nel penultimo passaggio siano stati trascurati gli )( 4xo  per il princi-

pio di sostituzione degli infinitesimi. 

 

ESEMPIO2 

Calcolare il  

 

















 xx
x

x

1
sinarctan

1
cotlim

0

. 
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Un buon approccio risolutivo nei confronto di un qualsiasi esercizio di matematica chiede 

allo studente di non precipitarsi nell’applicazione di una data formula, ma piuttosto di va-

lutare con spirito critico il problema che ha davanti per evitare calcoli inutili o peggio erra-

ti. Quello proposto è un esempio tipico.  

Si osservi come il limite sia dato dal prodotto di due funzioni di cui una ( 








x

1
sinarctan  ) 

non ammette limite per x che tende a 0, ma è limitata in un intorno di 0 tra -
4


 e  

4


; 

l’altra (
x

x
1

cot  ) invece, porta ad una forma indeterminata del tipo   . Da questa 

analisi a priori segue che il limite proposto può esistere solo se  0
1

cotlim
0











 x
x

x

 ed in 

questo caso vale anch’esso 0. 

Calcoliamolo dunque:  

 

 )(

)(
62

1

sin

sincos1
cot

3
32

000
limlimlim xoxx

xo
x

x
x

x

xx

xxx

x
x

xxx 
























 

 = 

03
2

3

0
lim 




 x

x

x

. 

 

 

 

Come già anticipato, esiste un altro valido strumento utile per il calcolo di alcuni tipi di 

limite: la Regola di De L’Hopital secondo la quale date due funzioni f e g derivabili e tali 

che: 

1. f e g sono infinitesimi (oppure infiniti) simultanei per x che tende ad un dato 
0

x , 

2. la derivata prima di g è non nulla in un intorno di 
0

x , 

3. esiste il limite  
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 





 

 

allora esiste anche  
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx

 e si ha che  
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx

=
)(

)(
lim

0 xg

xf

xx 





. 

 

ESEMPIO3 

Calcolare il  
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)1log( 4lim
x

e x

x 

 

 

Si osservi come una sostituzione diretta porti ad una forma indeterminata del tipo 









: 

poiché tuttavia valgono le ipotesi del teorema summenzionato, possiamo scrivere: 

2

7

4

4

3

8

)1(

1

4

2

1

limlim
x

xe

x

x

x
e

x

x

x

x








=  

 

 

Pertanto anche il limite proposto esiste e vale  . 

 

ESEMPIO4 

Calcolare il  
x

x

xlim
0

 

 

La forma indeterminata del tipo  00  può essere risolta, come già spiegato nell’U.D. rela-

tiva ai limiti, ponendo: 
)log( xxx ex   , da cui, sfruttando la continuità della funzione espo-

nenziale, il limite in questione sarà equivalente a 

)log(lim

0

xx

x

e


.  

 Dell’ 

Il limite all’esponente può essere calcolato o ricordando la “debolezza” dell’infinito deri-

vante dal log(x) (per 0x ), oppure utilizzando la regola di De L’Hopital come segue: 

0
1

1

1

log
log

2

000
limlimlim 




 



x

x

x

x
xx

x

H

xx

. Di conseguenza il valore del limite proposto è 

10 e .  Da sottolineare che l’uguaglianza 
)('

)('

)(

)(
lim

0 xg

xf

xg

xf

xx



 vale solo dopo aver 

provato l’esistenza del limite a destra dell’uguale. Infatti nel passaggio sopra il simbolo 
H

 

sottolinea l’uguaglianza appunto dei due membri solo nel caso in cui valgano le ipotesi del 

teorema di De L’Hopital. 

 

 

 

  Nei corsi di “Istituzioni di Matematica” per la Facoltà di Architettura, raramente vengono 

proposti esercizi specifici da risolvere esclusivamente con la regola di De L’Hopital, tutta-

via tale tecnica potrà risultare utile, talvolta, nell’esercizio relativo allo studio di funzioni.  
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Se vogliamo a questo punto schematizzare le tecniche acquisite nella presente unità didat-

tica: 

 

 

)(lim
0

xf
xx

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Per approfondire l’argomento si veda sul libro di testo la formula di Taylor con il resto 

nella forma di Lagrange. 

Se  nelle ipotesi suddette del Teorema di Taylor, la funzione f(x) ammette anche derivata 

n+1–esima nell’intervallo (a,b) possiamo stimare che il resto n-esimo della funzione sia 

del tipo: 

 

  1

0

)1(

0

)!1(

)(
),(









n

n

n
xx

n

f
xxR


 

 

essendo   un valore compreso tra 
0

x  e x. 

 

L’esempio che segue propone un’applicazione di quanto detto (si tenga presente che una 

domanda su questo argomento è possibile in sede di esame). 

 

ESEMPIO5 

Approssimare log(2) con un errore inferiore a 
110
. 

 

Sviluppando  log(x+1) in x = 1 con il polinomio di Taylor, in modo che l’errore commesso 

sia inferiore a 
110
, si ottiene l’approssimazione richiesta. Pertanto 

 

Regola di De 

L’Hopital 

 

se ho una forma indeter-

minata del tipo 






0

0
 op-

pure 









 o riconducibi-

le a una di queste 

Formula di Taylor 

 

Se la funzione è 
nC in un 

intorno del punto 
0

x   
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1

1

)1(

1

)!1(

!

)!1(

)(
)0,1(

1

)1(

















nn

n

n

f
R

n

n

n




 

 

Imponendo quindi che 
10

1

1

1


n
 e cioè che n>9 si ottiene infine che  

10

1

9

1

8

1

7

1

6

1

5

1

4

1

3

1

2

1
1)2log(  . 

 

 

Per fissare le idee sugli argomenti trattati è bene che lo studente si cimenti sulla risoluzio-

ne dei seguenti esercizi: 

 
ESERCIZIO1 

Calcolare il x

e x

x

1sin

0
lim





 al variare di  . 

 

 

ESERCIZIO2 

 

Individuare l’ordine e la parte principale dell’infinitesimo per 0x  di 

6
sen)(

3x
xxxf   e calcolare inoltre i seguenti limiti:  

xtg

xf

x
4

0

)(
lim



 e 
xtg

xf

x
5

0

)(
lim



. 

 

 

ESERCIZIO3 

Calcolare, se esiste, il 
))cos(1(

)1log(1
2

2

0

2

lim
x

xe x

x 

 

 

. 

 

 

ESERCIZIO 4 

 

Calcolare 3 7  con 2 cifre decimali esatte (hint: si scriva: ,
8

1
12

8

1
18187 33

33 







  e 

si sfrutti lo sviluppo di Taylor/Mac-Laurin per la funzione 3 1 x . 
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UNITA’ DIDATTICA n°7 
 

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unità didattica si risolvano i se-

guenti esercizi: 
 

 Si calcoli l’ordine di infinitesimo e la parte principale della funzione 
22sen xx  , 

 Sviluppare la funzione x2sen  fino all’ordine 6, 

 Si  calcoli il 
 5

2

0

2sencos2
lim

tgx

xxxxx

x





, 

 Si approssimi e  con un errore inferiore a 
210
. 

 
 

LO STUDIO DI FUNZIONE 

 

ORE DI LEZIONE 4 

 

ORE  DI STUDIO PERSONALE 10 

 

Lo scopo di questa unità didattica è quello di schematizzare un metodo che consente di di-

segnare approssimativamente il grafico di una funzione e che si serve degli strumenti in-

trodotti nelle precedenti unità didattiche.  

Essendo quello dello studio di funzione un esercizio standard della prova scritta e al quale 

è di solito attribuita una notevole importanza, è opportuno che lo studente si cimenti in una 

svariata gamma di esercizi di questo tipo. Da tener presente che lo schema che segue, utile 

guida per tracciare il grafico di una funzione, è standard è quindi non tratta aspetti partico-

lari che talvolta però influiscono sulla validità dell’approssimazione del grafico disegnato. 

Lo studente deve quindi, al di la dello schema citato, cercare in ogni esercizio di utilizzare 

un po’ di buon senso per la corretta interpretazione dei risultati ottenuti. 

 

SCHEMA 

1. Proprietà di simmetria (funzione pari, dispari, o non-simmetrica); 

2. Determinare il dominio della funzione; 

3. Eventuale “discussione” del/dei valore assoluto; 

4. Determinare il segno della funzione ed eventualmente i punti di intersezione con gli 

assi coordinati; 

5. Calcolare i limiti agli estremi del dominio (asintoti orizzontali, verticali e obliqui); 

6. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno per dedurre gli intervalli di crescen-

za e decrescenza della funzione, nonché i punti stazionari; 

7. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno per dedurre gli intervalli di conca-

vità e convessità della funzione, 

8. Tracciare un grafico approssimativo  della funzione. 



 33 

 

E’ utile che a questo punto del corso lo studente verifichi di aver capito gli argomenti 

fino a qui trattati cimentandosi nello studio di alcune funzioni tipo, selezionate da quel-

le proposte in alcuni “testi d’esame” del corso qui proposto:  
 

 
1log

log1
)(






x

xx
xf , 

 
xxxf )( , 

 
x

xxx
xf

234 23
)(


 , 

 
2

1)( 2 xexxxf  , 

 ,2)( xexxf   

 

 )3)(2(log)( xxxf  . 

 

 

 

Per approfondire l’argomento si rivedano le definizioni di funzioni pari, dispari, periodi-

che e le relative proprietà di simmetria dei rispettivi grafici. 
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UNITA’ DIDATTICA n°8 

 
Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unità didattica, si risponda ai se-

guenti quesiti: 
 

 Provare, studiando la funzione a primo membro, che 
2

1
arctgarctg




x
x  per ogni x 

reale positivo. 

 Determinare l’immagine della funzione xxxf log)( 2 . 

 Determinare l’immagine della funzione 
4

1

1)( xexf


 . 

 Determinare l’immagine della funzione 
1log

loglog
)(

2






x

xx
xf . 

 Studiare la funzione )log1()( 2 xxxf   e qualora sia prolungabile con continuità in 

qualche punto, studiarne il suo prolungamento continuo. Tracciarne un grafico di mas-

sima. 

 

 

LA TEORIA DELL’INTEGRAZIONE 

 

ORE DI LEZIONE 6 

 

ORE  DI STUDIO PERSONALE 12 

 

 

In questa unità didattica saranno presentati i principali metodi di integrazione. 

 

Prima di iniziare a studiare i metodi di calcolo è utile che lo studente legga il capitolo del 

libro di testo inerente la teoria dell’integrazione, in cui è presentato, da un punto di vista 

teorico, il significato del simbolo 
b

a

dxxf )( . 

 

Ci sono due tipi di integrali: 

 Integrali definiti (in cui si specificano gli estremi di integrazione), 

 Integrali indefiniti ( in cui non si specificano i suddetti estremi), 

che hanno concettualmente un significato diverso. 

Nel primo caso calcolare 
b

a

dxxf )(  significa calcolare l’area, con segno, della parte di pia-

no limitata dal grafico della funzione e dall’asse delle x nell’intervallo  ba, ; nel secondo 

invece  dxxf )(  significa ricercare le “primitive” della funzione f(x), cioè le funzioni 
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(definite a meno di una costante additiva arbitraria) che hanno come derivata proprio la 

funzione “integranda”  )(xf . 

  

In pratica in entrambi i casi risolvere l’esercizio richiede il calcolo di una primitiva 

)(xF della funzione f(x) e per il  Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha che: 

   cxFdxxf )()( , 

  
b

a

aFbFdxxf )()()( . 

 

E’ noto, a questo punto, che la parte pratica di questa unità didattica consiste 

nell’apprendere tecniche di calcolo di primitive di una data funzione )(xf a partire dalle 

primitive delle funzioni elementari (se ne può trovare una tabella su qualunque libro di 

testo) e note le regole che gestiscono le principali operazioni tra integrali. 

 

Date due funzioni integrabili f e g sull’intervallo  ba,  si ha che: 

 

    
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgxf )()()()(  

  
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(  ,       

  
b

c

c

a

b

a

dxxfdxxfdxxf )()()( ,     c  tale che a<c<b 

  
a

b

b

a

dxxfdxxf )()(  

 se 0)( xf  su  ba,  allora 0)( 
b

a

dxxf . 

 

 

Sono tre le principali regole per il calcolo di una primitiva di una funzione data: 

 Scomposizione in fratti semplici (altresì detta formula di Hermite), 

 Integrazione per sostituzione, 

 Integrazione per parti. 

 

L’ordine in cui sono state proposte le tre tecniche non è casuale; lo studente dovrebbe in-

fatti abituarsi a valutare un integrale prima di cimentarsi nel suo calcolo brutale. Infatti la 

scelta di un metodo anziché un altro, quando la suddetta scelta è possibile, può senza dub-

bio facilitare i calcoli. 

 

L’unico caso in cui ho la certezza di poter calcolare una primitiva di una funzione è quan-

do la funzione integranda è razionale: applicando la scomposizione in fattori fratti semplici 

si ottiene sempre un risultato. Quando però la funzione integranda )(xf  non è razionale 
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si procede per tentativi provando, con una sostituzione nota oppure con la formula di inte-

grazione per parti, di ricondurre la funzione ad una funzione razionale oppure ad un inte-

grale immediato. 

 

La scomposizione in fratti semplici consente appunto di scomporre una funzione razionale 

nella somma di funzioni di immediata integrazione.  

La formula che la generalizza è la seguente. 

 

Data 
)(

)(
)(

xQ

xP
xf   essendo P(x) e Q(x) polinomi tali che ))(deg())(deg( xQxP   allo-

ra  posso sempre scomporre f(x) come: 

 

 

)(

)(
........

)(

)(

1

1

2

11

2

11

1

1

xQ

xP

dx

d

cxbx

CxB

cxbx

CxB

x

A

x

A

xQ

xP

ss

ss

r

r 

















 

 

essendo: 

 

  sr

ssr
cxbxcxbxxxxQ

  )........()().......()()( 2

11

2

1

11   la fatto-

rizzazione in polinomi irriducibili di Q(x), 

  
i

A , 
j

B  e 
k

C  costanti arbitrarie da determinare, 

 
121

11

21

11
)........()().......()()( 111 

  sr

ssr
cxbxcxbxxxxQ

   il 

polinomio che contiene gli stessi fattori di Q(x) ma ciascuno con molteplicità diminuita 

di uno, 

 )(
1

xP  un polinomio generico di grado inferiore a uno rispetto a )(
1

xQ . 

 

Ma forse sono più chiarificatori gli esempi che seguono: 

 

ESEMPIO1 

 Calcolare dx
xx

x





3

2
 

Calcolando le radice del denominatore si ottiene che: 
1

22
23 








x

CBx

x

A

xx

x
. 

Svolgendo i conti si ottiene, per il principio di identità dei polinomi che  















1

1

2

C

B

A

 e quindi che kxxxdx
xx

x





 arctg)1log(log2

2 2

3
  

 

ESEMPIO2 
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Calcolare  dx
xx  34 2

1
 

Analogamente a prima si ottiene che  

 

234 22

1

x

DCx

dx

d

x

B

x

A

xx








 

da cui, svolgendo i calcoli, troviamo che 



















4

1

8

1

DC

BA

. 

Pertanto risulta che .
4

12
log

8

1

2

1
234

k
x

x

x

x
dx

xx








  

 

ESEMPIO3 

Calcolare 
 12 xx

dx
 

Poiché il denominatore non ha radici reali, potremo sempre porre: 
222 )(1 qpxxx  , 

per opportuni valori di p e q ; un semplice calcolo porta a: ,
2

3
,

2

1
 qp  per cui 

l’integrazione può essere effettuata elementarmente con la sostituzione 
q

px 
  , col 

risultato:  

  






 



k

x
k

q

d

q 3

12
arctan

3

2
arctan

1

1

1
2





. 

 

Talvolta, come già anticipato anche nell’esempio3, è utile operare una sostituzione di va-

riabile per trasformare la funzione integranda in una funzione razionale. E’ possibile trova-

re su tutti i libri di testo una casistica delle sostituzioni più frequenti con le relativa formu-

le di passaggio da una all’altra variabile. Lo studente deve quindi memorizzare le principa-

li sostituzioni per poi applicarle nel caso specifico. Gli esempi che seguono presentano i 

casi più frequenti. 

 

 

ESEMPIO4 

Calcolare dx
x

xx






1
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In questo caso, per eliminare la radice è sufficiente operare la seguente sostituzione: 
2tx   e, di conseguenza, tdtdx 2 . L’integrale diventa così: 

dt
t

t
dt

t

tt
 








112

2

=  









 dt

t 1

1
1 kttdt

t



 1log)1

1

1
( . 

 

 

ESEMPIO5 

Calcolare 



dx

x

xx

1cos

cossen
2

 

La sostituzione da fare in questo caso è  
2

tan
x

t   cioè tx arctg2  e di conseguenza 

21

2

t

dt
dx


 . Ricavando anche sin x e cos x in funzione della nuova variabile t e sostituen-

do nell’integrale si ottiene: 

 

 

































dt

t

t
dt

t

tt

t

dt

t

t
t

t

t

t

dx
x

xx
22

2

2

2

2

2

2

2

2 1

22
1

)1(

12

1

2

1
1

1
1

1

1

2

1cos

cossen
 

.arctg2)1log( 2 kttt   

 

 

ESEMPIO6 

Calcolare  dx
x

x 21
 

 

In questo caso la sostituzione migliore da operare è  tx sin  (oppure tx cos ) e di con-

seguenza: dttdx cos ; quindi si ottiene che l’integrale diventa: 

kt
t

tgdtt
t

dt
t

t
  cos

2
log)sen

sen

1
(

sen

cos 2

.  

Sostituendo infine xt arcsen  si ottengono le primitive cercate. 

 

L’ultima tecnica d’integrazione presentata è l’integrazione per parti che la generalizzazio-

ne, al caso degli integrali, della formula per la derivata del prodotto di funzioni. Infatti date 

due funzioni  f e g’ (cioè g’ è la derivata di una funzione nota g) si ha 

che:   dxxgxfxgxfdxxgxf )()(')()()(')( . 
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E’  banale ricordare  che questo metodo è utile quando l’integrale a secondo membro è più 

semplice da  calcolare di quello a primo membro. Gli esempi di seguito riportati chiariran-

no meglio questo concetto. 

 

ESEMPIO7 

Calcolare  xdxarctg . 

In questo caso xxf arctg)(   e 1)(' xg  e quindi: 

 


 kxxxdx
x

x
xxxdx )1log(

2

1
arctg

1
arctgarctg 2

2
 

 

ESEMPIO8 

Calcolare  xdx2sen  

 

Poiché xxx sensensen 2   si avrà che   xdxxxxdx 22 coscossensen . Se a 

questo punto applicassi  nuovamente la formula spezzando xxx coscoscos 2   otterrei 

banalmente una identità tra primo e secondo membro. L’idea è invece quella di applicare 

l’identità fondamentale della trigonometria ottenendo così che: 

 

    xdxxdxxxdx 222 sensen1cos  

pertanto sostituendo nel primo integrale si avrà che: 

 

 

  xdxxxxxdx 22 sencossensen  

e quindi che 

 

)cossen(
.2

1
sen 2 xxxxdx  . 

 

 

 

Volendo a questo punto schematizzare i metodi fino a qui trattati si legga il seguente 

schema: 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 dxxf )(  

b

a

dxxf )(  
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Si osservi che il segno dell’integrale definito dipende dal segno della funzione 

sull’intervallo di integrazione. Se ad esempio la funzione è non negativa sull’intervallo 

 ba,  è possibile dedurre che 
b

a

dxxf )(  sarà non negativo. 

 

Per approfondire l’argomento si legga con attenzione, sul libro di testo, la parte teorica i-

nerente l’integrabilità  secondo Riemann e quella secondo Mengoli-Cauchy sottolineando 

le differenze,  (questo argomento potrebbe essere probabilmente richiesto alla prova ora-

le). Importanti anche il già citato teorema fondamentale del calcolo integrale ed il teorema 

della media integrale di cui è richiesta anche la dimostrazione. 

Calcolo di una primitiva 

F(x) di f(x) con uno dei se-

guenti metodi: 

 Scomposizione in fratti 

semplici, 

 Integrazione per sostitu-

zione, 

 Integrazione per parti. 

 

 

 

 

 

  kxFdxxf )()(  )()()( aFbFdxxf
b

a

  
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Per fissare le idee sugli argomenti trattati si cerchi di risolvere i seguenti: 

 

ESERCIZI DI RIEPILOGO 

Calcolare i seguenti integrali: 

 




1

0
2

2

642

4
dx

xx

x
 

 

dx
xx




4

1 )1(

1
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PIANO DI RIPETIZIONE DELL’INTERO CORSO 
 

Per prepararsi al sostenimento dell’esame lo studente deve ripassare tutti gli argomenti del 

corso organizzati, ad esempio, secondo lo schema che segue. Si consiglia allo studente di 

iniziare in questa fase anche a memorizzare e ripetere, con l’aiuto del proprio tutor, le di-

mostrazioni dei teoremi citati nel programma (vedi scheda esame). 

 

Schema per il ripasso: 

 Limiti di successioni e di funzioni e continuità, 

ESERCIZI di ripasso 

Calcolare i seguenti limiti, se esistono: 













1
1

cos
1

sencos2

lim
nn

nn
n

  

 
n

n

n n
e 












11

lim  

)sen2arctg(
1

1
sen

2

23

lim n
n

n
nn

n








 

 

 

 Derivabilità, Taylor e L’Hopital, 

ESERCIZI di ripasso 

Calcolare i seguenti limiti: 

 

xxtg

xxx

x
53

0 sen

1cos)1log(
lim







 

xtgxx

xxxe
x

x
4

2

0 )cos1(

cossen

2

lim







 

 

 Studio di funzioni, 

ESERCIZI di ripasso 

Studiare e disegnare un grafico approssimativo delle seguenti funzioni. 

 

24

1
arctg)(

x
xf


  

2

1)( 2 xexxxf   
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x
xxf

1
log)(   

5)(   xexxf x
 

 

 Integrali 

ESERCIZI di ripasso 

Calcolare i seguenti integrali e commentare il segno del risultato: 

 




1

0

3 2

dxex x
 

 

    


2

0 sen1

2sen


dx
x

x
 

  

     
4

0

3 )(



dxxtgtgx  

 

Alla fine di questo ripasso lo studente può organizzare con il proprio tutor un calendario di 

incontri in cui si alternino la risoluzione di compiti scritti e lezioni teoriche in cui il tutor 

interrogherà lo studente sui teoremi in programma. 

 

Segue un PRE ESAME che è un compito tipo proposto dal prof. Pedrazzoli: 

1. a)   Si consideri la seguente proposizione: “se la successione 
n

a  verifica la condizione  

,0lim 


n
n

a  allora si ha che 0lim 


n
n

a ”. La proposizione è vera o falsa? Motiva-

re la risposta. 

b) Calcolare, se esiste, il seguente limite: 

)sen1(senlim nn
n




 ,   con n .N  

 

2. Calcolare, al variare del parametro reale e positivo  , il seguente limite: 

 

xx

xxx

x sen

1cos)1log(sen
lim

0 





. 

 

3. Studiare la funzione 1)( 2  xxxf  e tracciarne il grafico. 

 

4. Calcolare il seguente integrale: 


1

0
6

4

1

1
dx

x

x
. 
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UNITA’ DIDATTICA n°9 
 

 

 

ALGEBRA LINEARE 

 

ORE DI LEZIONE 6 

 

ORE  DI STUDIO PERSONALE 12 

 

 

 

INTRODUZIONE: VETTORI 

 

 Un vettore nv 


 può essere espresso come una n-pla “verticale”, detto “vettore co-

lonna”: 























nv

v

v

v


 2

1

  ; 

1v  ,  2v ,…, nv   sono dette “componenti” del vettore v


 nel sistema di riferimento pre-

scelto. 

 

 Nello spazio dei vettori di n  (esempio di “Spazio Vettoriale”) valgono le banali 

leggi di somma e differenza tra vettori, come pure la legge di moltiplicazione di un 

vettore per uno scalare: 
vuw


      ),...,1(, nivuw iii   ; 

),...,1(, niuwuw ii  


. 

 Tutti i vettori di uno spazio vettoriale sono “uscenti” dall’origine delle coordinate 

(in Fisica, incontriamo, invece, anche vettori “liberi” e/o applicati in punti diversi 

dall’origine). 

 Diremo che un insieme di m  vettori   mvvv


,...,, 21  è “linearmente indipendente” se e 

solo se non esiste alcuna loro combinazione lineare (non banale) che si possa annul-

lare; diremo altresì che l’insieme considerato è “linearmente dipendente” se e solo 

se esiste una tale combinazione lineare, cioè se il sistema:  

,0
1




m

i

ii u


  

ammette almeno una soluzione non-banale (cioè, tale che i i  non siano tutti nulli). 
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 Definiamo “norma”  o “modulo”  di un vettore |||| vv


  (in fisica, diremmo la 

sua “intensità”), la quantità: 

2
1

)...(||||
22

2

2

1 nvvvvv 


. 

 In proposito conviene anche definire i cosiddetti “versori”, che sono vettori 

di modulo unitario, diretti in direzioni specifiche; p.es., il versore v̂ di un 

vettore generico v


 è dato da vvv /ˆ


  . In particolare, è  utile introdurre i verso-

ri diretti lungo gli assi coordinati:  neee ˆ,...,ˆ,ˆ
21 .  Questi versori permettono di e-

sprimere (in modo unico) un qualsiasi vettore v


 di n  come una loro combi-

nazione lineare: 

.ˆ...ˆˆˆ
2211

1

nn

n

k

kk vevevevev 



 

 Si può anche definire un “Prodotto Scalare” tra due vettori: 

 cos|||||||| vuvu


  , 

essendo   l’angolo compreso tra i due vettori u


  e  v


; evidentemente 0vu


  

vu


 .  Allora è ovvio che:  

      









.,0

,,1
ˆˆ

kiper

kiper
ee ki  

Da ciò si deduce che: 

    cos|||||||| vuvu


 = ....
1

2211 



n

i

iinn vuvuvuvu  

 E’ anche evidente che il massimo numero di vettori linearmente indipendenti 

in n è proprio n . Se questo è il caso diremo che tale insieme di vettori “ge-

nera” tutto lo spazio n . (per “spazio generato” da m vettori si intende 
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l’insieme di tutti i possibili vettori ottenibili da arbitrarie combinazioni lineari 

di questi vettori. 

 

MATRICI 

 Le matrici non sono altro che “tabelle” di numeri che posso pensare come 

semplici generalizzazioni dei vettori, nel senso che posso scrivere: 

,

...

...

...

...

...

...

...

21

22221

11211

)()2()1(

2)(2)2(2)1(

1)(1)2(1)1(

)()2()1(













































nmnn

m

m

nmnn

m

m

m

aaa

aaa

aaa

vvv

vvv

vvv

vvvA



 

  che diremo essere una matrice mn  . 

 

 Anche per le matrici valgono le semplici operazioni già esaminate sopra: 

);,...,1,(,)(,)( njiBABAAA ijijijijij    

Inoltre, si definisce “matrice trasposta”  TA  la matrice ( nm ) ottenuta scam-

biando le righe con le colonne nella matrice originale A: 

       jiij

T AA )(  ,    ),...,1,( nji  . 

 La moltiplicazione tra due matrici (righe x colonne) è definita come segue: 

,
1





l

k

kjikij BACBAC  

dove  )(),( mlBlnA   e quindi )( mnC  .  Notare che è possibile effettuare il  

prodotto tra due matrici solo se il numero di colonne della prima è uguale al 

numero di righe della seconda. Inoltre è pure evidente che la suddetta molti-

plicazione tra matrici non gode della proprietà commutativa: ABBA  . 



 47 

 Per matrici quadrate si introduce il concetto di “determinante” (det). Il deter-

minante elementare è quello delle matrici 2x2: 

.bcad
dc

ba
  

Allora, si può calcolare il det di una matrice (quadrata) di qualsiasi ordine 

)( nn attraverso lo sviluppo (o “regola”) di Laplace, secondo il quale, svilup-

pando il determinante rispetto, per esempio, alla riga k-esima, si ha: 

   



n

i

ki

ik

ki

nnnn

n

n

Ca

aaa

aaa

aaa

1

21

22221

11211

)1(

...

...

...

 , 

dove  kiC   è il “complemento algebrico” dell’elemento kia , ovvero il determi-

nante di ciò che resta “togliendo” dalla matrice la riga k-esima e la colonna i-

esima.   Applicando così ripetutamente tale regola è possibile esprimere il de-

terminante della matrice originale in termini di determinanti di ordine sempre 

più piccolo, fino a ridursi al semplice calcolo di un determinante 2x2. 

  Altro metodo per la determinazione di un determinante è quello cosid-

detto “di Sarrus”, che illustriamo nel caso di ordine 3: 

)()( 122133112332132231322113312312332211

3231333231

2221232221

1211131211

333231

232221

131211

aaaaaaaaaaaaaaaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaa

aaa

aaa

aaa
































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Si sottolinea altresì che il determinante di una matrice è invariante rispetto a 

“somme o differenze” di righe e/o colonne, come si vede dal seguente esempio: 

   .)()( bcaddbcdca
dc

dbca

dc

ba








 









 

 Def. : Si definisce “caratteristica” di una matrice qualsiasi (anche rettangola-

re)  A(n,m),  (car A) ,l’ordine massimo del determinante non-nullo estraibile 

da A.  Per quanto visto sopra a proposito della definizione di numero di vetto-

ri linearmente indipendenti, risultano allora evidenti le seguenti proposizioni: 

 la Car A  coincide col numero di righe o colonne  di A linearmente indipen-

denti; per cui, dato un certo insieme di m vettori (di n ) si può dire che: “il 

numero di vettori linearmente indipendenti (p) è uguale alla car  della matrice 

ottenuta dalle loro componenti: 





















 )()2()1( mvvvA 
. 

Questo numero (p= Car A) è uguale alla dimensione dello “Spazio Generato” 

(“spam”) da tutte le possibili combinazioni lineari degli m vettori: 

    








 


m

i

i

i

iSPAM cvcwV
1

)( ,


. 

 “Forma Canonica” di una matrice generica A è detta una matrice, Â , ottenibile da A 

attraverso “operazioni lineari” (i.e.,  combinazioni lineari di righe) su A  stessa, che 

abbia la forma: 
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























00000

1

1

1

ˆ





H

A
, 

con la stessa caratteristica di A. Ciò può essere illustrato dal seguente esempio nu-

merico: 

    
;

03120

21211

10642























A
  

è evidente che in questo caso  Car A 3 .  La determinazione della sua “forma cano-

nica” porta a: 

 

.3

100

010

001

00

10

01

03120

521060

21211

03120

10642

21211

7
5

7
11

3
5

3
11

3
7

6
5

3
1

3
5

6
7

3
2

3
1



























































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 Si definisce “matrice inversa”  di una matrice (quadrata) di ordine n, la matrice 1A  

tale che  1  11 AAAA .  Per cui si potrà parlare di matrice inversa solo per ma-

trici quadrate con determinante non-nullo, det A 0, poiché, in virtù della cosiddetta 

“formula di Binet”, il determinante del prodotto di due matrici (quadrate) è uguale 

al prodotto dei rispettivi determinanti: BABA detdet)det(  , e quindi 

AAAAAA det/1det1detdetdet)det( 111  
1
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