Breve Corso di “lIstituzioni di Matematica”
(per studenti del Primo Anno delle Facolta
Scientifiche) - Stefano Ranfone

INTRODUZIONE

Il presente manuale ha come obiettivo I’apprendimento di alcuni tra 1 principali strumenti
dell’analisi matematica (limiti, derivate e integrali), della geometria analitica (piana e dello
spazio), dell’algebra lineare (sistemi di equazioni lineari, vettori € matrici).

Il corso sara costituito da N unita didattiche per un totale di N ore di studio personale.
Dalle informazioni in archivio, I’esame richiede il superamento di due prove. La prima ¢
scritta ed e di solito costituita da esercizi che possono comprendere:

o un problema di geometria analitica (dello spazio),

o discussione e risoluzione di un sistema di equazioni lineari (spesso parametrico),

o uno studio di funzioni,

o il calcolo di un integrale definito.

L’esito positivo della prova scritta ¢ condizione necessaria per I’accesso alla prova orale
che puo vertere su domande, sia teoriche (relative all’enunciazione e dimostrazione di al-
cuni teoremi trattati dal professore durante il corso e che sono citati di seguito nelle relati-
ve unita didattiche) che applicative (cioé trattazione di problemi ed esercizi analoghi a
quelli proposti nella prova scritta). Inoltre, va tenuto presente che, sebbene il professore
non vincoli lo studente all’acquisto di un particolare libro di testo, la sua preferenza va al
libro di Anichini e Conti “Calcolo” (voll. 1 e 2), Pitagora Editrice, che oltre
all’esposizione teorica dei vari argomenti, offre anche innumerevoli esempi ed esercizi
svolti.

Si consiglia pertanto allo studente 1’acquisto del suddetto libro. In ogni caso, almeno per
quanto riguarda la prova scritta, puo risultare utile (oltre alle indicazioni del tutor)
I’utilizzo di un qualsiasi libro di esercizi, come ad esempio Marcellini Sbordone “Eserci-
tazioni di Matematica” (vol.1), Liguori Editore.




UNITA’ DIDATTICA n® 0

Il corso di “Istituzioni di Matematica” prevede come prerequisiti alcuni argomenti fonda-
mentali che di solito vengono trattati nei corsi di matematica della scuola superiore. Poi-
ché, in genere, la conoscenza di questi argomenti risulta piuttosto scarsa (e talvolta presso-
ché inesistente) nella maggior parte degli studenti che si accingono a seguire il corso uni-
versitario di matematica, € abitudine organizzare dei precorsi collettivi di matematica che
sopperiscano a queste deficienze. Gli argomenti trattati nei suddetti precorsi sono i seguen-
ti:

e Insiemistica di base, simbologia e notazioni, estremo superiore e inferiore. Esempi no-
tevoli di insiemi :N, Z, Q e R. Applicazioni tra insiemi: dominio, codominio, iniettivita,
suriettivita, applicazione inversa, composizione di applicazioni.

e Equazioni e disequazioni di 1° e 2° grado, fratte e irrazionali, con valore assoluto. Ope-
razioni con polinomi; divisione, MCD e m.c.m. Prodotti notevoli.

e Trigonometria: definizione di seno, coseno, tangente etc... formule trigonometriche;
semplici applicazioni alla geometria piana elementare (teorema dei seni e di Carnot). Ar-
chi associati. Equazioni e disequazioni trigonometriche.

e Definizione di funzione esponenziale e logaritmica: proprieta ed esercizi. Equazioni e
disequazioni logaritmiche ed esponenziali.

La trattazione dei precedenti argomenti esula da questo MPD e quindi si ritiene che sia uti-
le riportare di seguito soltanto una delle verifiche che vengono proposte agli studenti alla
fine del corso propedeutico, il superamento della quale € da ritenersi condizione vincolante
per un buon inizio del corso universitario di Matematica.



VERIFICA DEL PRECORSO DI MATEMATICA

Risolvere e discutere le seguenti equazioni/disequazioni:

1—-[3x+1

i e Y
X+[x -1

x“—2x2+120
x® — 4x
3x+1

>1
X2 +2

Risolvere le seguenti equazioni trigonometriche:

SeNn X +2CcosSxX =2
2c0s* X —Ccosx >0

/3cos x =sen 2x
Risolvere le seguenti equazioni esponenziali e logaritmiche:

Log (In(3x+1) >0

In

! +2In|x+1=0

3log(x+5) — 1

: Calcolare estremo superiore ed inferiore dei seguenti insiemi e dire se si tratta di
massimo e minimo:

A={X€%/X=COS(%)ZHEN—{O}}
B:{XE%IX: n+1 :neN}
3n+5

C= {x eR/x= In(arctg(%)) ‘neN - {O}}

TEMPO CONSENTITO 2 ORE



UNITA’ DIDATTICA n°2

LE SUCCESSIONI ED | LORO LIMITI
ORE DI LEZIONE 3

ORE DI STUDIO PERSONALE 6

Prima di iniziare € consigliabile leggere attentamente il capitolo del libro di testo consi-
gliato dal docente oppure quello del Manuale generale della disciplina inerente le succes-
sioni.

La presente unita didattica verra divisa in due parti distinte : la prima che avra lo scopo di
fornire i principali strumenti per il calcolo del limite di una successione, la seconda tratte-
ra invece i principali teoremi relativi ai limiti di successioni.

Si definisce intuitivamente, limite di una successione quel valore, se esiste, attorno al qua-
le si addensa definitivamente la successione al crescere di n all’infinito; tale valore puo es-
sere finito o infinito.

Tecniche di calcolo

Il primo passo per il calcolo del limite di una successione e quello di sostituire il valore
n— o nell’espressione che definisce il generico elemento a, della successione. Questo
procedimento puo portare a due risultati:

o un valore ben definito,

. una forma indeterminata (e.g., = , %  oo—o0 , 000,17, 0%, o).
o0

Nel primo caso I’esercizio ¢ concluso; nel secondo si deve adottare una tecnica per cercare
di risolvere l'indeterminazione.

In generale, per calcolare i limiti (e risolvere le forme di indeterminazione suddette), non
solo delle successioni ( A: N — %) ma anche delle funzioni di variabile reale ( f : ) —> %), si

raccomanda di individuare e raccogliere il “fattore dominante” in ciascun termine, tenen-
do conto delle seguenti “gerarchie” tra “infiniti” (e tra “infinitesimi”):

perneN, n—>o : N">>n>>a">>n*>>hn, (Ya>0, Va>1)

OVVEro, per xeR , x > o . a* >>x" >>x“ >>INX, (vg>a>0, vasl),
con:

. 1Y
|Im(1+—j =€ (e =2.718..., numero di Nepero).

Nn—oo X

Analogamente, per x -0 (i.e., x infinitesimo), si ha la seguente gerarchia:

4



X* >>x" (vB>a>0).
Inoltre, sempre per x —0, al 1° ordine (i.e., “in prima approx.”) si puo porre:

e*zl+x = Inl+x)zx =sef -1l nfxf-1,

(1+xIna),
(1+x)* zltax, (VaefR),
sinxxX.
ESEMPIO 1
Calcolare il seguente limite:
lim ™=
im—
e 8

Sostituendo il valore oo al posto di n nella funzione, il numeratore tendera a oo mentre il
denominatore varra 8 e quindi il limite varra oo,

ESEMPIO 2

Calcolare il seguente limite:
2

I n —n
Im
n—oo 6n2

Q0
In questo caso la sostituzione porta ad una forma indeterminata del tipo [—} per risolvere
o0

la quale un’idea ¢ quella di raccogliere sopra e sotto la quantita maggiore per poi semplifi-

o 1
care ed ottenere cosi che il limite vale E

ESEMPIO 3
Calcolare il seguente limite:

limyn+1-+n

N—0o0

Anche in questo caso la sostituzione diretta porta ad una forma indeterminata del tipo
[oo — oo]; I’idea in questo caso ¢ quella di moltiplicare e dividere per la somma delle radici

in modo da avere cosi che il numeratore vale 1 mentre il denominatore € una somma di in-
finiti e quindi il limite vale 0.



Tuttavia, questo trucco non potrebbe essere di alcun aiuto qualora I’indice delle “radici”
fosse maggiore di 2. In tal caso, infatti, dovremmo utilizzare i criteri esposti sopra, basati
sugli infiniti e infinitesimi; il seguente esempio illustra piu chiaramente il metodo:

lim ¥/x +1 i/_—l|m5/x[1+ j i/_—llm\/;[51/1+——j—llm\/_[l+— ——1] éllm x =0

Per il calcolo dei limiti talvolta € necessario ricorrere all’utilizzo dei cosiddetti limiti note-
voli, quali ad esempio:

limVa =1

nN—oo

limyn* =1

n—oo

Iim(1+lj =€
n—o n

. sinXx
im—=1

x—0 X

. 1 n!
I|m(1+—j
n—>o n

La forma indeterminata del tipo [1°°] si puo risolvere raccogliendo una n all’esponente

come segue
n T(n=1)
i 1
Ilm{(“ —j }
n—o n

Osservando che il limite notevole dentro la parentesi quadrata vale e ed inoltre ricordando
che la funzione €* tende all’infinito quando x tende all’infinito si ha che il limite vale o0,

ESEMPIO 4
Calcolare il seguente limite:

Inoltre, allo scopo di risolvere le forme indeterminate del tipo 17, 0°, «°, & utile usare la
seguente identita:

lim f9 =lime?™"

Per esempio,



Iim(wjx _ expllim xlog_w} _

X—>00 |0g X X—>00 | |Og X
|09{X(1+ j log x + Iog[1+ 1)
: X : X
= exps lim x log = | ¢ =exp:< lim xlog - =
X—>o0 log x X500 log x
Iog(1+ 1] 1
= exp{ lim xlog| 1+ ——22 |1 = exp{ lim xlog| 1+ —*— |} =
X log X X log x

:exp{limx L }:eozl.
x> Xlog X

Altro esempio:

ESEMPIO 5
Calcolare il seguente limite:

2

lim -
Im
n—oo 2n

Per il suddetto confronto tra infiniti questo limite vale 0.

Inoltre, allo scopo di risolvere le forme indeterminate del tipo

Principali teoremi sui limiti

La conoscenza dei teoremi sui limiti é richiesta per la prova orale, ma puo talvolta rivelarsi
utile anche nella risoluzione di alcuni esercizi. Per questo motivo verranno di seguito elen-

cati in modo conciso:

Teorema dell’unicita del limite
I limite di una successione se esiste & unico.

Teorema della permanenza del segno




Se una data successione ammette limite positivo (negativo) allora essa assume definitiva-
mente valori positivi (negativi).

Teorema dei carabinieri
Una successione definitivamente maggiorata e minorata da due successioni che ammetto-
no lo stesso limite , assume anch’essa lo stesso limite.

Operazioni tra limiti
Date due successioni convergenti si ha che:

e il limite della somma e uguale alla somma dei limiti,

e il limite del prodotto € uguale al prodotto dei limiti,

e il limite del quoziente & uguale al quoziente dei limiti (qualora il denominatore non si
annulli).

Talvolta, specialmente negli esercizi proposti nella prova orale d’esame, si fa riferimento a
due teoremi, forse meno noti, ma altrettanto importanti:

Teoremal
Una successione limitata per una infinitesima ha limite 0.

Teorema 2
Una successione infinita per una opportunamente limitata inferiormente (superiormente)
ammette limite infinito.

ESEMPIO6
Calcolare il seguente limite:

log(n!)

n—o

Per il confronto tra funzioni si ha che:

log(n) < log(n!) h log(n)
n2 - r]2 - n2

Osservando che il primo ed il terzo membro tendono a 0 per il confronto di infiniti, si ha
che anche la successione data ammette limite e questo limite e proprio 0.



A conclusione della presente Unita Didattica, schematizziamo quindi quanto abbiamo ap-
preso, almeno per quanto riguarda i limiti delle successioni:

lim a,

n—oo

|

sostituzione del valore oo al posto di n

N

Risultato Forma indeterminata

Utilizzo di una delle tecniche di
calcolo quali:

e raccoglimento di una stessa
guantita sopra e sotto,

prodotto per una stessa quanti-
ta sopra e sotto,

riconoscimento di un limite
notevole,

confronto tra infiniti, o tra in-
finitesimi,

applicazione di un teorema.

Per approfondire la presente unita didattica si legga il paragrafo del libro di testo inerente
le successioni monotone e la loro regolarita.



ESERCIZI DI RIEPILOGO

Per fissare le idee sugli argomenti sopra proposti é utile che lo studente si cimenti nella ri-
soluzione dei seguenti esercizi:

Calcolare i seguenti limiti, se esistono:

lim(22% )

L n—oo 2+X
X log x
. log 2x
3. I,LrI‘ log 3x
. 2 nz
4 limn®sen| — [cos| —
N n 2

10



UNITA’ DIDATTICA n®3

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unita didattica, si risponda ai se-
guenti quesiti:

e Una successione convergente € limitata? Ed una successione limitata & convergente?
Dare eventuali controesempi.

e Esisteil [im(=1"n ?

n—oo

e Determinare due successioni infinite tali che la loro differenza ha limite finito.

LE FUNZIONI ED | LORO LIMITI
ORE DI LEZIONE 4
ORE DI STUDIO PERSONALE 8

Come abbiamo gia visto nella precedente Unita Didattica, una successione é una particola-
re funzione, per cui le regole ed i criteri suggeriti per risolvere i limiti delle successioni si
possono, con le dovute modifiche, estendere facilmente anche ai limiti delle funzioni. Da
tener presente che in quest’ultimo caso, oltre alle precedenti, si hanno due nuove tecniche:
la formula di Taylor ed i teoremi de L’Hopital per 1’enunciazione dei quali, pero, ¢ neces-
sario introdurre il concetto di derivata. Quindi sara solo alla fine della relativa unita didat-
tica che lo studente avra una visione generale sulle tecniche per il calcolo dei limiti e che
potra cosi scegliere tra tutte quelle piu opportuna per il calcolo di uno specifico limite pro-
posto.

Gli esempi di seguito proposti completano il quadro delle tecniche utilizzabili per il calco-
lo dei limiti di funzione piu comuni:

ESEMPIO1
Calcolare il seguente limite

i X* +3X
im 2X°
Sostituendo il valore del punto all’interno della funzione si ottiene una forma indetermina-

10 e : :
ta del tipo {6 : ma & sufficiente raccogliere una X* al numeratore e al denominatore per

aver risolto I’indeterminazione ed ottenere che il limite vale + 0.

ESEMPIO2
Calcolare il seguente limite:

limy4" +9"

X—>00

11



La sostituzione diretta porta ad una forma indeterminata del tipo [ooo]. L’idea, come gia
anticipato in un esempio delle successioni, € quella di raccogliere (come sempre) il termi-
1

X—>o0 X—0

4\ )
ne “dominante” dentro la radice; quindi |jm~y4* +9* = |im9((§j +1J =9 .

Anche per le funzioni spesso e utile, nel calcolo di un dato limite, far riferimento ai cosid-
detti limiti notevoli, di alcuni dei quali peraltro é talvolta richiesta la dimostrazione, effet-
tuabile utilizzando le relazioni date in precedenza nel contesto del “metodo degli infiniti e
infinitesimi”. I limiti notevoli piu spesso utilizzabili sono i seguenti:
. Senx
lim——=1
x—0 X
? l-cosx 1
m x> 2
. e -1
lim =1
x—0 X
log( x +1)
m —_— =

1

x—0

ESEMPIO3
Calcolare il seguente limite:

I. e2x _1
Im -
x->0 Sen 4x

: : : |0
Anche il questo caso la forma indeterminata é del tipo {6 , ma osservando 1’analogia con

due dei limiti notevoli suddetti e moltiplicando e dividendo per opportune gquantita si ot-
tiene: [ e” -1 i e” -1 4x 2x 1
- 1im =1Im ' =4
0 Sendx 02X  sendx 4x 2

ESEMPIO4
Calcolare il seguente limite:

lim(L+ x)x

X—0

In questo caso la forma indeterminata e del tipo [1°°] ma operando la sostituzione y = —
X

y—©

3y
L : 1
il limite diventa ||m(1+ ~ | =€’ riconducendosi all’analogo limite notevole gia citato

nel caso delle successioni.

12



Si possono introdurre a questo punto i concetti di limite destro e di limite sinistro di una
funzione per x che tende ad un certo X, tenendo presente il teorema che garantisce
I’esistenza di un dato limite se e soltanto se entrambi i limiti destro e sinistro eSistono e
sono uguali. 1l suddetto teorema e utile per provare talvolta che un dato limite non esiste
oppure nel caso in cui la funzione sia definita in modo diverso negli intorni destro e sini-
stro di un dato punto.

ESEMPIOS

o1
Calcolare il |im—.
x—0 X

In questo caso distinguendo i |[jm— € lim— si osserva come il primo valga + oo men-

x—0* X x—0" X
tre il secondo — oo e che quindi il limite proposto non esiste. Lo stesso risultato in questo
caso banale, si poteva evincere dall’analisi del comportamento grafico della funzione

Yy = — (P’1iperbole equilatera) in un intorno dell’origine.
X

ESEMPIO6

. |senx|
Calcolare il ||m—————.
x—0 ‘X‘

: . Senx
Procedendo analogamente all’esempio precedente si ha che lim——=1 e

x—0*

. —Senx A .
lim——— =1; il limite proposto esiste e vale 1.
X

Per approfondire 1’argomento ¢ utile rivedere alcuni teoremi meno noti inerenti 1 limiti di
funzioni ed alcune applicazioni pratiche. Tra questi ad esempio abbiamo il

Criterio che lega i limiti di funzioni e di successioni
Data una funzione f(x) ed X, un punto di accumulazione per f(x), allora si ha che

lim f (X) = Lesiste se e solo se presa una qualsiasi successione X_che tende ad X,

X—>Xq

allora lim f(x )=L.

Vediamone di seguito una sua applicazione.

ESEMPIO7
Provare che il limite |jmSen X non esiste.

X—>00

13



Intuitivamente ¢ ovvio che la funzione seno oscilla all’infinito tra i valori 1 ¢ —1 senza sta-
bilizzarsi mai attorno ad un unico valore compreso tra questi due. Per provare pero for-
malmente che il limite non esiste possiamo rifarci al teorema suddetto ed esibire due suc-

cessioni X edy entrambe infinite tali che Inim f(x )= Inim f(y. ); il presente risultato

garantisce 1’impossibilita dell’esistenza dl limite. Se ad esempio scegliamo X = 27N e

y = % + 27m si osserva che lim f(x ) =0 mentre lim f(y, ) =1.

Volendo a questo punto schematizzare il procedimento del calcolo dei limiti, avremo:

lim f (x)

X—>Xq

sostituzione del valore X, al posto di x nella funzione

N

Risultato Forma indeterminata
il limite non esiste: il limite esiste:

e Calcolo dei limiti . Applicazione di
destro e sinistro, una delle tecniche

e Applicazione del di calcolo suddette,
Teorema che lega « Formula di Taylor,
limiti di funzioni e . Teorema de
di successioni L’ Hopital.

14



ESERCIZI DI RIEPILOGO

Calcolare, se esistono i seguenti limiti:

1

. lime*

x—0

o (x+2)
2 un(<22)
o\ X 41

3 i sen(e™)
Mg+ x4

-

X+1
Xx—1
1

: 2\ log(L+x)
6. M (L+x+x7)™

5 lim (x> -1) log

x—0

x0

.o x* =1
4 lim

x>0 x—1

15



UNITA’ DIDATTICA n°4

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unita didattica, si risolvano i se-
guenti limiti e si risponda ai seguenti quesiti:

x(e” —1)
Im—————
x-0 1 —C0S” X

. log(x* + x+1)
lim ; -
o log(4x> + 2X*)

1-=
limx *

X—>00

Esiste il |jm(x + cosx)*?

X—>00

Provare, che il |jmSen X non esiste.

X—0

LA CONTINUITA’
ORE DI LEZIONE 2
ORE DI STUDIO PERSONALE 5

La nozione di continuita € un concetto locale, cioé si dice che una funzione & continua in
un punto X, di accumulazione per la funzione, se esiste il |im f (x) = f(X,).Se invece

X—>Xg

X, € un punto isolato si assume che f(x) sia continua in X, .

ESEMPIO1
Dire se la funzione cosi definita € continua in x = 0:

" x>0
f(x)=1{ Sen x
Tx<0

Per provare la continuita della funzione in 0 é sufficiente provare che esiste (finito) il limi-
te per x che tende a 0 di f(x) e che e esattamente uguale a f(0) = 1. Poiché la funzione é de-
finita in modo nell’intorno destro di 0 ed in un altro nell’intorno sinistro € necessario di-
stinguere i seguenti due limiti:

16



limf(X)=lime* =1

x—0" x—>0*

sen x
Ilmf(X)—IlmT 1.

x—0" x—0

Poiché entrambi valgono 1 possiamo dedurre che f & continua in 0.
Talvolta pero viene richiesto di verificare la continuita di una funzione su un intervallo;
per poter rispondere a questo quesito é necessario sapere che:

e Somma (differenza) di funzioni continue in un punto € ancora continua nel punto,

e Prodotto di funzioni continue in un punto e ancora continua nel punto,

e Quoziente (con denominatore non nullo) di funzioni continue in un punto é ancora con-
tinua nel punto,

e Composizione di funzioni continue in un punto e ancora continua nel punto.

Quindi nota la continuita delle funzioni elementari (polinomi, logaritmo, esponenziale,
funzioni trigonometriche, etc....) € possibile dedurre la continuita di una data funzione sul
suo campo di esistenza.

ESEMPIO2
_ o _ log(x* +1) y > o
Discutere la continuita della funzione f(x) =< cosx-—1 0
-, X<
X2

Si osserva che il dominio della funzione e tutta la retta reale: per gli x>0 la funzione ¢
composizione di funzioni continue e quindi e continua, analogamente per gli x<0 la fun-
zione e quoziente di funzioni continue con denominatore non nullo e quindi & continua.
Quindi ’unico punto da verificare utilizzando la definizione ¢ lo 0.

Calcolando i due limiti:

lim f (X) =limlog(x® +1) =0

x—0* x—0*

cosx—1 1
limf(X)=lim———=-=

x—0" x—0" X 2
ed osservando che sono diversi si deduce che la funzione € continua in R — {O}

Ricapitolando:

17



continuita di f(x)

N

in un punto X, in un intervallo

| !

Si analizza la funzione

Si verifica se deducendone la conti-
limf(x)=f(x,) nuita da quella delle
X% funzioni elementari di

cui é composta.

Da ricordare alcuni tra i numerosi teoremi relativi alle funzioni continue:

Teorema di Weierstrass
Una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato ammette sempre massimo e mi-
nimo assoluti.

Teorema di esistenza degli zeri
Una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato e che assume valori discordi agli
estremi ammette almeno uno zero.

Teorema dei valori intermedi
Una funzione continua su un intervallo chiuso e limitato assume tutti i valori compresi tra
il massimo ed il minimo.

Per approfondire 1’argomento ¢ utile analizzare il caso in cui una data funzione non ¢ con-
tinua in un punto. In tal caso si parla di punto di discontinuita e si distingue il tipo di di-
scontinuita come segue:
e discontinuita eliminabile
se il limite della funzione per x che tende al punto esiste finito, ma diverso dal valore
della funzione nel punto,
e discontinuita di 1° specie
se i limiti destri e sinistri della funzione per x che tende al punto esistono entrambi fini-
ti, ma diversi,
e discontinuita di 2° specie
se uno o entrambi i limiti destri e sinistri della funzione per x che tende al punto esisto-
no infiniti o non esistono

18



Alcuni esercizi, di seguito proposti saranno utili per fissare le idee sulla continuita delle
funzioni:

ESERCIZIO1

-Ix|

Discutere la continuita della funzione f (x) = sul suo dominio.

2

X +1

ESERCIZIOZ2

Determinare i valori del parametro reale a affinché la seguente funzione risulti continua su
tutto R .

£ (x) — arctg(x® +1), x=0
| a+2x+x%2, x<O

ESERCIZIO3

Classificare secondo le definizioni suddette il tipo di discontinuita in O delle seguenti fun-
zioni:

1
: 0
f(x) =
0 X:O
e’ -1
X#0

19



UNITA’ DIDATTICA n°5

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unita didattica, si risolvano i se-
guenti limiti e si risponda ai seguenti quesiti:

e Fare un esempio di una funzione che abbia una discontinuita di 2° specie in 0.
e Discutere la continuita, al variare del parametro della funzione:

{\/XZ +a’*x20
F(X) =

arctgx X<0

e Discutere la continuita su tutto 1’asse reale della seguente funzione e discutere le even-
tuali discontinuita:

f ) = X
X" —X
LA DERIVABILITA’
ORE DI LEZIONE 4
ORE DI STUDIO PERSONALE 8
La nozione di derivabilita, come del resto quello di continuita, € un concetto locale.

Possiamo dare due diverse definizioni di derivabilita;

e analitica
f e derivabile in un punto se esiste finito il limite del rapporto incrementale ed in tal ca-
so il valore del suddetto limite e proprio la derivata della funzione nel punto,

e geometrica
f e derivabile in un punto se esiste la retta tangente al grafico della funzione nel punto e
la derivata della funzione f e proprio il coefficiente angolare della suddetta retta tangen-
te.

E’ ovvio che le due definizioni sono equivalenti.

Lo studente alla fine di questa unita didattica deve essere in grado di risolvere due diversi
tipi di quesiti:
1. studiare la derivabilita di una data funzione in un punto (o in un intervallo),
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2. calcolare la derivata di una funzione.

Per risolvere il primo tipo di esercizio il procedimento da applicare € analogo a quello gia
schematizzato per la continuita di una funzione in un punto (o in un intervallo).

ESEMPIO1
Si dica se la funzione \sen X‘ ¢ derivabile nell’origine.

Applicando la definizione, I’esercizio si riduce a valutare il limite del rapporto incremen-
tale:

. |senx

lim
x—0 X

che banalmente non esiste in quanto é possibile provare che il limite destro e sinistro esi-
stono entrambi finiti ma diversi.
Si deduce quindi che la funzione data non ¢ derivabile nell’origine.

Talvolta pero viene richiesto di verificare la derivabilita di una funzione su un intervallo;
per poter rispondere a questo quesito & necessario sapere che:

Somma (differenza) di funzioni derivabili in un punto e ancora derivabile nel punto,
Prodotto di funzioni derivabili in un punto e ancora derivabile nel punto,

Quoziente (con denominatore non nullo) di funzioni derivabili in un punto € ancora de-
rivabile nel punto,

Composizione di funzioni derivabili in un punto e ancora derivabile nel punto.

Quindi nota la derivabilita delle funzioni elementari (polinomi, logaritmo, esponenziale,
funzioni trigonometriche, etc....) ¢ possibile dedurre la derivabilita di una data funzione
sul suo campo di esistenza.

Da sottolineare che le funzioni elementari che non sono derivabili in tutto il loro dominio
sono soltanto ‘X‘ e /X che sono derivabili dove sono definite eccetto che nell’origine.

Lo studio dei rispettivi grafici evidenzia come nei due casi 1’origine sia un punto di non
derivabilita di diversa specie:

o Per ‘X‘ I’origine ¢ un punto angoloso (la derivata destra e sinistra esistono entrambe fi-

nite ma diverse, che equivale a dire geometricamente che la tangente destra differisce
dalla tangente sinistra e quindi non esiste retta tangente al grafico nel punto),

e Per \&l’origine invece € un punto a cuspide ( la derivata destra tende a oo e cioe il
grafico in quel punto ha tangente verticale)

21



ESEMPIO2

Discutere la derivabilita della funzione f(X) = e/

sul suo dominio.

Poiché il dominio della funzione ¢ tutto R e poiché f(X) e composizione di funzioni de-

rivabili ovunque eccetto che nell’origine, 1’esercizio si riconduce a studiare la derivabilita
della funzione nella sola origine. Da sottolineare che quanto detto sopra non mi consente
ne di dedurre ne di escludere la derivabilita della funzione nell’origine.

X : - -1 e -1 ;
Pertanto é necessario calcolare i |im =0 e |im———— =0 deducendo cosi la
x—0* x—0~ X

derivabilita su tutto R .

Il secondo tipo di esercizio consiste invece nel calcolo esplicito della derivata di una fun-
zione data e si basa sulla conoscenza delle derivate delle principali funzioni (é possibile
reperire una tabella del genere su qualsiasi manuale di analisi matematica) e sulle regole
che seguono.

Date le funzioni derivabili f e g allora:

Indispensabile per il superamento della prova orale e, senza dubbio, la conoscenza dei se-
guenti teoremi:

Teorema di Rolle,
Teorema di Lagrange ,
Teorema di Cauchy,

ma soprattutto delle loro conseguenze:

e se f e derivabile in un dato intervallo e la derivata prima e positiva allora f e crescente
nell’intervallo (e viceversa)

e scf ha derivata prima nulla in un dato intervallo allora f ¢ costante nell’intervallo.
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Volendo schematizzare le tecniche risolutive apprese in questa unita didattica in relazione
all’esercizio proposto:

Discutere la derivabilita di f(x) in un

punto

| |

Si deduce la derivabilita di
f(x), eccetto eventualmente in
un numero finito di punti, co-
noscendo la derivabilita delle
funzioni elementari che la
compongono.

Si calcola il limite del rap-
porto incrementale solo per i
punti suddetti

intervallo

Si applica la definizione
e si calcola il limite del
rapporto incrementale in
quel punto, se esiste.

Per approfondire 1’argomento si veda la definizione di differenziabilita per una funzione
f(x) in un dato punto X, ed i relativi teoremi che legano la derivabilita di f(x) in X, con la

differenziabilita di f (x) nello stesso punto ( si pud provare che sono concetti equivalenti
per le funzioni di una sola variabile reale). | suddetti teoremi, con relative dimostrazioni
potrebbero essere una possibile domanda della prova orale.

Si veda inoltre la definizione di derivata successiva e le relazioni che sussistono tra il se-
gno della derivata seconda e la concavita / convessita della funzione in un dato intervallo.

Per fissare le idee sugli argomenti trattati si risolvano i seguenti esercizi.
ESERCIZIO1

sen X

Discutere la derivabilita della funzione f(Xx) = nell’origine.

ESERCIZIO2
Discutere al variare dei parametri reali a e b la continuita e la derivabilita della funzione
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X) ax+b x>0
~log(1+[x|)x <0
sul proprio dominio.

ESERCIZIO3
Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni:

e" —X
Sen X cos X
g(x) =sen’(4x’ —x+1)
h(x) = log(arctg(v'x +1))
1(x) = """ tgx
t(x) = x*

f(x) =
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UNITA’ DIDATTICA n°6

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unita didattica si risponda ai se-
guenti quesiti:

Discutere la derivabilita delle seguenti funzioni nel punto x = 0:
sen x|

X
e —1
X
X" =X

discutere al variare dei parametri reali a e b la continuita e derivabilita della seguente
funzione

X" x>0
ax+b x<0

f(x)=

Una funzione continua e derivabile? Ed il viceversa € vero?

LA FORMULA DI TAYLOR E LA REGOLA DI DE L’HOPITAL
ORE DI LEZIONE 2
ORE DI STUDIO PERSONALE 5

La formula di Taylor & un metodo che, sotto determinate ipotesi consente di approssimare
localmente una funzione con un polinomio. Come gia visto in precedenza un limite di
quoziente di polinomi ¢ piuttosto semplice da risolvere; questo spiega 1’utilita di una tale
approssimazione. Ma in quanto tale, una approssimazione comporta un errore (detto resto
n-esimo) che talvolta pero puo essere trascurato, come dimostra la trattazione del metodo
degli “infiniti” e “infinitesimi” per il calcolo dei limiti (di forma indeterminata) data in
precedenza. oppure stimato per stabilire il grado minimo del polinomio di Taylor affinché
il suddetto errore risulti inferiore ad un certo valore dato.
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Prima di introdurre pero la formula di Taylor e necessario definire alcuni concetti base.

Siano f(x) e g(x) due funzioni infinitesime per x che tende ad uno stesso valore X, allora

f(x)

in base al valore del |im(— = L posso confrontare i due infinitesimi (se il limite esi-
X—Xg g X

ste) come segue:

e Se L e finito e non nullo si dira che f e g sono infinitesimi dello stesso ordine,
e Se L = 0 si dira che f & un infinitesimo di ordine superiore di g e si scrivera cosi
f(x) =0(g(x)).

e Se L = oo sidira che g é un infinitesimo di ordine superiore di f e si scrivera cosi

g(x) = o(f (x)).

A questo punto ¢ possibile definire I’ordine di infinitesimo di una data funzione f(x)
nell’intorno di un punto X , come il pit piccolo valore k per cui esiste finito non nullo il

f(x)

k !

X—X

0

Iim

X—>Xg

confrontandola quindi con il cosiddetto infinitesimo campione \X - XO\ :

Da tutto cio segue il Principio di sostituzione degli infinitesimi secondo il quale date quat-
tro funzioni f(x), f (X), g(X)e g,(X) infinitesime per x che tende ad X, e tali che

f.(xX) =0(f(x)) e g,(x) =0(g(x)) allorasi ha che
(01,00 . f(¥)
000,00 g0’

Possiamo pertanto enunciare il:
Teorema di Taylor

Data una funzione di classe C" ([a, b]) e sia X, un punto interno all’intervallo (a,b) allora
2 n
X—X X—X
f(X) = f(X,)+ F/(X)(X—X%,)+ f”(xo)—( 2|°) Fo f(“)(xo)—( '0) +R (X, %,)
! n!

dove R (X, x,) =0((x—X%,)").

Si chiede a questo punto allo studente, applicando la formula suddetta, di provare a svilup-
pare alcune semplici funzioni (sen x, cos X, €, etc....) in un intorno di un dato punto X,
tenendo presente che nella maggior parte degli esercizi proposti verra richiesto lo sviluppo
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di Taylor in X, =0 (altresi detto sviluppo di Mac—Laurin). Acquisito tale metodo pero

non & necessario ogni volta calcolare lo sviluppo; infatti gli sviluppi in X, =0 delle prin-

cipali funzioni sono elencati nella maggior parte dei libri di testo e per risolvere un dato
esercizio e sufficiente non tanto saperlo calcolare, quanto dare prova di saperlo applicare
al caso specifico.

Gli esempi che seguono chiariranno la teoria fino a qui illustrata.

ESEMPIO1

Calcolare il seguente limite:
I e +2cosx—3
le X-tan X - log(L+ x?)

Conoscendo o ricavando gli sviluppi di:

e’ =1+x* +X?+o(x5)
cosx:l—x—+x—+o(x5)
2 4
X3
tanx = X +—+—Xx> +0(x°)
3 15

log(1+ x*) = X* —X?+o(x5)

e sostituendoli all’interno del limite si avra:

. X Xt X 5 7 7
1+x"+—+2|1- 4+ [-3+0(X . 4 4
5 ( 5 4!j (X°) | x* +0(x*) X

X—0 X . ) X 5 x—0 X —|—O(X ) x—0 X 12
X x+3+o(x) X —2+o(x)

Da sottolineare come nel penultimo passaggio siano stati trascurati gli o(x") per il princi-
pio di sostituzione degli infinitesimi.

ESEMPIO2
Calcolare il

li m(cot X — 1] arctan(sin l) _
x—0" X X
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Un buon approccio risolutivo nei confronto di un qualsiasi esercizio di matematica chiede
allo studente di non precipitarsi nell’applicazione di una data formula, ma piuttosto di va-
lutare con spirito critico il problema che ha davanti per evitare calcoli inutili o0 peggio erra-
ti. Quello proposto & un esempio tipico.

1
Si osservi come il limite sia dato dal prodotto di due funzioni di cui una (arctan(sm ;j )

non ammette limite per x che tende a 0, ma é limitata in un intornodi O tra -— e —;
4 4
1
I’altra (COtX —;) invece, porta ad una forma indeterminata del tipo [oo—oo]. Da questa

. 1
analisi a priori segue che il limite proposto puo esistere solo se ||m(0Ot X —;j =0 edin

x—0"
questo caso vale anch’esso 0.
Calcoliamolo dunque:

XCOSX—SinX

2 3
1-2 —x+X—+o(x3)
| 2 6

. 1 .
cotx—= |= = =
|X|JOU( Xj Ujp Xsin X XLI;T] X(x+0(x))
X3
=lim—2=0.
x—0" X

Come gia anticipato, esiste un altro valido strumento utile per il calcolo di alcuni tipi di
limite: la Regola di De I.’Hopital secondo la quale date due funzioni f e g derivabili e tali
che:

1. fe g sono infinitesimi (oppure infiniti) simultanei per x che tende ad un dato X,

2. la derivata prima di g € non nulla in un intorno di X,

3. esiste il limite |im f’(x)
X—>Xg g (X)

allora esiste anche |im f(x) o si ha che “mwzlim f’(x).
X—Xq g(X) X—Xg g(x) x>, g (X)

ESEMPIO3
Calcolare il
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Jx
) e
I

M log(1+ x*)

o0
Si osservi come una sostituzione diretta porti ad una forma indeterminata del tipo [—]
Q0

poiché tuttavia valgono le ipotesi del teorema summenzionato, possiamo scrivere:

L1

° oUx e (L+x*)
lim— 5 = lim————=

1+ x*

Pertanto anche il limite proposto esiste e vale .

ESEMPIO4
Calcolare il |jmx”

x—0*

La forma indeterminata del tipo [OO] puo essere risolta, come gia spiegato nell’U.D. rela-
tiva ai limiti, ponendo: X* = e | da cui, sfruttando la continuita della funzione espo-

lim (xlogx)
nenziale, il limite in questione sara equivalente a e
Dell’
I1 limite all’esponente puo essere calcolato o ricordando la “debolezza” dell’infinito deri-
vante dal log(x) (per x—0), oppure utilizzando la regola di De L’Hopital come segue:

1
. . logxs .y : : _ .
limxlog x = “mT: ||m—1 = 0. Di conseguenza il valore del limite proposto &
x—0* x—0" x—0"
X X’

i 00 _ ()

: ale solo dopo aver
a0 g(x)  g'(x) ¥ po av

provato 1’esistenza del limite a destra dell’uguale. Infatti nel passaggio sopra il simbolo =
sottolinea I’uguaglianza appunto dei due membri solo nel caso in cui valgano le ipotesi del
teorema di De L Hopital.

e’ =1. Da sottolineare che I’'uguaglianza

Nei corsi di “Istituzioni di Matematica” per la Facolta di Architettura, raramente vengono
proposti esercizi specifici da risolvere esclusivamente con la regola di De L’Hopital, tutta-
via tale tecnica potra risultare utile, talvolta, nell’esercizio relativo allo studio di funzioni.
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Se vogliamo a questo punto schematizzare le tecniche acquisite nella presente unita didat-
tica:

lim f (X)

X—>Xo

N

Regola di De Formula di Taylor
L’Hopital

Se la funzione € C"in un
se ho una forma indeter- intorno del punto X,

. _ 0
minata del tipo {6} op-

o0

la a11ina di niecte

00 : .
pure {—} 0 riconducibi-

Per approfondire 1’argomento si veda sul libro di testo la formula di Taylor con il resto
nella forma di Lagrange.

Se nelle ipotesi suddette del Teorema di Taylor, la funzione f(x) ammette anche derivata
n+l-esima nell’intervallo (a,b) possiamo stimare che il resto n-esimo della funzione sia
del tipo:

f oo
Rn (X’ Xo) - ngf?(X o Xo)

essendo & un valore compreso tra X, € X.

L’esempio che segue propone un’applicazione di quanto detto (si tenga presente che una
domanda su questo argomento € possibile in sede di esame).

ESEMPIO5
Approssimare log(2) con un errore inferiore a 107,

Sviluppando log(x+1) in x = 1 con il polinomio di Taylor, in modo che I’errore commesso
sia inferiore a 107, si ottiene ’approssimazione richiesta. Pertanto
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1 | 1

) )
(n +1)| (E+D™| n+1

RGN

1 1
Imponendo quindi che —1 < — e cioe che n>9 si ottiene infine che
n+

log(2) = 1_% it 1111 1

345678910

Per fissare le idee sugli argomenti trattati € bene che lo studente si cimenti sulla risoluzio-
ne dei seguenti esercizi:

ESERCIZIO1

sin x

Calcolare il ||m— al variare di @ € *R.

Xx—0

ESERCIZIOZ2

Individuare D’ordine e la parte principale dell’infinitesimo per X —>0 di

X® X f(x
f (X) = x—sen x —— e calcolare inoltre i seguenti limiti: T ) e lim (x) :
6 x—0 tg X x—0 t95X

ESERCIZIO3
. 1-e™ +log(1l—x’
Calcolare, se esiste, il |im 9(2 ) :
x0" (1—cos(x*))
ESERCIZIO 4

Calcolare ¥/7 con 2 cifre decimali esatte (hint: si scriva: i/7=%/8—1=s/8(1—3 =23 /1—% , e

si sfrutti lo sviluppo di Taylor/Mac-Laurin per la funzione ¥1-x.
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UNITA’ DIDATTICA n°7

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unita didattica si risolvano i se-
guenti esercizi:

Si calcoli ’ordine di infinitesimo e la parte principale della funzione sen x* — x?*,
Sviluppare la funzione sen’ X fino all’ordine 6,

: .. 2XCOSX+ X”senx—2x
Si calcoli il |jm

x—0 (tgx)5

Si approssimi \Je con un errore inferiore a 10°7.

LO STUDIO DI FUNZIONE
ORE DI LEZIONE 4
ORE DI STUDIO PERSONALE 10

Lo scopo di questa unita didattica & quello di schematizzare un metodo che consente di di-
segnare approssimativamente il grafico di una funzione e che si serve degli strumenti in-
trodotti nelle precedenti unita didattiche.

Essendo quello dello studio di funzione un esercizio standard della prova scritta e al quale
e di solito attribuita una notevole importanza, &€ opportuno che lo studente si cimenti in una
svariata gamma di esercizi di questo tipo. Da tener presente che lo schema che segue, utile
guida per tracciare il grafico di una funzione, e standard & quindi non tratta aspetti partico-
lari che talvolta pero influiscono sulla validita dell’approssimazione del grafico disegnato.
Lo studente deve quindi, al di la dello schema citato, cercare in ogni esercizio di utilizzare
un po’ di buon senso per la corretta interpretazione dei risultati ottenuti.

SCHEMA
1. Proprieta di simmetria (funzione pari, dispari, 0 non-simmetrica);
2. Determinare il dominio della funzione;
3. Eventuale “discussione” del/dei valore assoluto;
4. Determinare il segno della funzione ed eventualmente i punti di intersezione con gli
assi coordinati;
Calcolare i limiti agli estremi del dominio (asintoti orizzontali, verticali e obliqui);
6. Calcolare la derivata prima e studiarne il segno per dedurre gli intervalli di crescen-
za e decrescenza della funzione, nonché i punti stazionari;
7. Calcolare la derivata seconda e studiarne il segno per dedurre gli intervalli di conca-
vita e convessita della funzione,
8. Tracciare un grafico approssimativo della funzione.

o
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E’ utile che a questo punto del corso lo studente verifichi di aver capito gli argomenti
fino a qui trattati cimentandosi nello studio di alcune funzioni tipo, selezionate da quel-
le proposte in alcuni “testi d’esame” del corso qui proposto:

. f(x):\x—]ﬂogx’
log x—1
e f(X)=x",
. f(x):x—Sx +2x,
X
o f(X)=xx"-1e",
o f(X)=2xe™,

f(x)=log|(2- )3~ ).

Per approfondire 1’argomento si rivedano le definizioni di funzioni pari, dispari, periodi-
che e le relative proprieta di simmetria dei rispettivi grafici.
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UNITA’ DIDATTICA n°8

Con riferimento agli argomenti trattati nella precedente unita didattica, si risponda ai se-
guenti quesiti:

: : : 1 « _
Provare, studiando la funzione a primo membro, che arctg X + arctg— = > per ogni X
X

reale positivo.
Determinare I’immagine della funzione f (X) = X* log X.

1

Determinare I’immagine della funzione f(x)=1—¢ *'.
log* x — log x
logx+1

Studiare la funzione f (X) = x(1—1log* X) e qualora sia prolungabile con continuita in
g

qualche punto, studiarne il suo prolungamento continuo. Tracciarne un grafico di mas-
sima.

Determinare 1’immagine della funzione f(X) =

LA TEORIA DELL’INTEGRAZIONE
ORE DI LEZIONE 6

ORE DI STUDIO PERSONALE 12

In questa unita didattica saranno presentati i principali metodi di integrazione.

Prima di iniziare a studiare i metodi di calcolo e utile che lo studente legga il capitolo del
libro di testo inerente la teoria dell’integrazione, in cui ¢ presentato, da un punto di vista

b
teorico, il significato del simbolo | f (x)dXx.

Ci sono due tipi di integrali:

e Integrali definiti (in cui si specificano gli estremi di integrazione),
e Integrali indefiniti ( in cui non si specificano i suddetti estremi),
che hanno concettualmente un significato diverso.

b
Nel primo caso calcolare [ f (x)dX significa calcolare I’area, con segno, della parte di pia-

no limitata dal grafico della funzione e dall’asse delle x nell’intervallo [a, b]; nel secondo

invece | f(X)dX significa ricercare le “primitive” della funzione f(x), cioé le funzioni
g p
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(definite a meno di una costante additiva arbitraria) che hanno come derivata proprio la
funzione “integranda” f (X) .

In pratica in entrambi 1 casi risolvere 1’esercizio richiede il calcolo di una primitiva
F (X) della funzione f(x) e per il Teorema fondamentale del calcolo integrale si ha che:

o [f(X)dx=F(x)+c,
b
e [f(x)dx=F(b)-F(a).
E’ noto, a questo punto, che la parte pratica di questa unitda didattica consiste

nell’apprendere tecniche di calcolo di primitive di una data funzione f(x) a partire dalle

primitive delle funzioni elementari (se ne puo trovare una tabella su qualungue libro di
testo) e note le regole che gestiscono le principali operazioni tra integrali.

Date due funzioni integrabili f e g sull’intervallo [a, b] si ha che:

i(f (X) + g(x))dx = T f (x)dx + T g(x)dx

[2f (dx = A F()dx, VAeR

[f(dx =] F(x)dx+ [ f()dx, Ve tale che a<c<b
o [F(x)dx=—] f(x)dx

o se f(x) >0 sula,b]allora i f (x)dx = 0.

Sono tre le principali regole per il calcolo di una primitiva di una funzione data:
e Scomposizione in fratti semplici (altresi detta formula di Hermite),

e Integrazione per sostituzione,

e Integrazione per parti.

L’ordine in cui sono state proposte le tre tecniche non ¢ casuale; lo studente dovrebbe in-
fatti abituarsi a valutare un integrale prima di cimentarsi nel suo calcolo brutale. Infatti la
scelta di un metodo anziché un altro, quando la suddetta scelta & possibile, puo senza dub-
bio facilitare i calcoli.

L’unico caso in cui ho la certezza di poter calcolare una primitiva di una funzione e quan-
do la funzione integranda é razionale: applicando la scomposizione in fattori fratti semplici

si ottiene sempre un risultato. Quando pero la funzione integranda T (X) non & razionale
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si procede per tentativi provando, con una sostituzione nota oppure con la formula di inte-
grazione per parti, di ricondurre la funzione ad una funzione razionale oppure ad un inte-
grale immediato.

La scomposizione in fratti semplici consente appunto di scomporre una funzione razionale
nella somma di funzioni di immediata integrazione.

La formula che la generalizza é la seguente.

P(x)

Data f(x) = 0 essendo P(x) e Q(x) polinomi tali che deg(P(x)) < deg(Q(x)) allo-

ra posso sempre scomporre f(x) come:

P(x) A A B,x+C, B.x+C, d P(x)
= + . + +ont +—
Q(X) x—-A4, X—A X" +bXx+c, X*+bx+c, dxQ,(x)
essendo:
e Q(X)=(X—=A)"...... X—A)"(X*+bx+c)"........ X*+b,x+c)” la fatto-

rizzazione in polinomi irriducibili di Q(x),

e A, B, eC, costanti arbitrarie da determinare,

e Q(X)=(X—A)"" ... X—A) " (X*+bx+c) "........ & +bx+c) " il
polinomio che contiene gli stessi fattori di Q(x) ma ciascuno con molteplicita diminuita
di uno,

e P.(X) un polinomio generico di grado inferiore a uno rispetto a Q, (X).

Ma forse sono piu chiarificatori gli esempi che seguono:

ESEMPIO1
X+ 2

: dx
X® + X

Calcolare j

X+2 A N 2Bx+C
X*+Xx X X*+1
Svolgendo i conti si ottiene, per il principio di identita dei polinomi che

A=2

Calcolando le radice del denominatore si ottiene che:

B = -1 e quindi che [ X3+ 2 dx = 2log|x| — log(x* +1) +arctg x + k
X* + X
C=1
ESEMPIO2
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1
Calcolare J. x4 _ 2y3 dx

Analogamente a prima si ottiene che

1 A B d Cx+D
X*=2x* x x-=2 dx x?

A:—B:—l
8
da cui, svolgendo i calcoli, troviamo che - 1
C=D==
4
Pertanto risulta che | L dx=tlogX 2 X
ertanto risulta che NP 3 y e -
ESEMPIO3
dx
Calcolare [ ————
X +x+1

2 2 2
Poiché il denominatore non ha radici reali, potremo sempre porre: X +X+1=(X+p) +0°,

1 V3

per opportuni valori di p e g ; un semplice calcolo porta a;: P = 5’ q 27’ per cui

.. . . . X+ p
I’integrazione puo essere effettuata elementarmente con la sostituzione & = T , col

risultato:

1, d& 1 2 2X+1
=—arctané +k =—arctan ——— |+ Kk
q’1+&% g g V3 \@j |

Talvolta, come gia anticipato anche nell’esempio3, ¢ utile operare una sostituzione di va-
riabile per trasformare la funzione integranda in una funzione razionale. E’ possibile trova-
re su tutti i libri di testo una casistica delle sostituzioni piu frequenti con le relativa formu-
le di passaggio da una all’altra variabile. Lo studente deve quindi memorizzare le principa-
li sostituzioni per poi applicarle nel caso specifico. Gli esempi che seguono presentano i
casi piu frequenti.

ESEMPIO4

X+\/§

Xx-1

dx

Calcolare [
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In questo caso, per eliminare la radice e sufficiente operare la seguente sostituzione:
X =1 e, di conseguenza, dx = 2tdt . L’integrale diventa cosi:

ot ot 1+ijdt: L dt=logt-1+t+k
N | S (aeei o ST

t? -1
ESEMPIO5
Sen X —COS X
Calcolare | 2 dx
cos” x+1

. . . X . .
La sostituzione da fare in questo caso ¢ t= tanE cioe X =2arctgt e di conseguenza

dx = 12d:2 . Ricavando anche sin x e cos x in funzione della nuova variabile t e sostituen-
_|_

do nell’integrale si ottiene:

2t 1-t?
Sen X — CoS X 2 1,12 2dt t? +2t—1 2t — 2
[INX=COSX o platt Lat? 20420 dt=j(1+ 2)dt=
cos* x+1 1-t L 1+t (1+t?) 1+t

1+t°

=t+log(1+t*) —2arctgt +k.

ESEMPIO6
J1-X?

X

dx

Calcolare j

In questo caso la sostituzione migliore da operare ¢ X =sint (oppure x =cost) e di con-
seguenza: dx = costdt; quindi s ottiene che I’integrale diventa:

cos’t t
J 9
sent 2
Sostituendo infine t = arcsen X si ottengono le primitive cercate.

+cost+Kk.

dt = j(i—sent)dt = log
sent

L’ultima tecnica d’integrazione presentata ¢ I’integrazione per parti che la generalizzazio-
ne, al caso degli integrali, della formula per la derivata del prodotto di funzioni. Infatti date
due funzioni f e g’ (cioe g ¢ la derivata di una funzione nota g) si ha

che: [ f(x)g"'(x)dx = f(x)g(x) -] f'(x)g(x)dx.
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E’ banale ricordare che questo metodo ¢ utile quando I’integrale a secondo membro ¢ piu
semplice da calcolare di quello a primo membro. Gli esempi di seguito riportati chiariran-
no meglio questo concetto.

ESEMPIO7
Calcolare [arctg xdx.
In guesto caso f (X) = arctg x e g'(x)=1 e quindi:
[arctg xdx = xarctg x — | X dx= xarctg X 1 log(1+ x*) +k
1+ x? 2

ESEMPIO8
Calcolare [sen® xdx

Poiché sen® X =sen xsen x si avra che [sen® xdx = —senxcosx + [cos’ xdx. Se a

questo punto applicassi nuovamente la formula spezzando COS* X = COS X COS X otterrei
banalmente una identita tra primo e secondo membro. L’idea ¢ invece quella di applicare
I’identita fondamentale della trigonometria ottenendo cosi che:

[cos® xdx = [(1—sen” x)dx = x — [sen” xdx
pertanto sostituendo nel primo integrale si avra che:

[sen? xdx = x —sen xcos x — [ sen® xdx
e quindi che

[sen® xdx = Zi(x—sen XCOS X) .

Volendo a questo punto schematizzare i metodi fino a qui trattati si legga il seguente
schema:

[ £ (x)dx I f (x)dx
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Calcolo di una primitiva

F(x) di f(x) con uno dei se-

guenti metodi:

e Scomposizione in fratti
semplici,

e Integrazione per sostitu-
zione,

e Integrazione per parti.

— T

[ £ (x)dx = F(x) +k [ f(x)dx = F(b) - F(a)

Si osservi che il segno dell’integrale definito dipende dal segno della funzione
sull’intervallo di integrazione. Se ad esempio la funzione ¢ non negativa sull’intervallo

b
[a,b] & possibile dedurre che [ f(x)dx sara non negativo.

Per approfondire 1’argomento si legga con attenzione, sul libro di testo, la parte teorica i-
nerente I’integrabilita secondo Riemann e quella secondo Mengoli-Cauchy sottolineando
le differenze, (questo argomento potrebbe essere probabilmente richiesto alla prova ora-
le). Importanti anche il gia citato teorema fondamentale del calcolo integrale ed il teorema
della media integrale di cui € richiesta anche la dimostrazione.
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Per fissare le idee sugli argomenti trattati si cerchi di risolvere i seguenti:

ESERCIZI DI RIEPILOGO
Calcolare i seguenti integrali:

1 X _
| dx
02x2—4x+6
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PIANO DI RIPETIZIONE DELL’INTERO CORSO

Per prepararsi al sostenimento dell’esame lo studente deve ripassare tutti gli argomenti del
corso organizzati, ad esempio, secondo lo schema che segue. Si consiglia allo studente di
iniziare in questa fase anche a memorizzare e ripetere, con 1’aiuto del proprio tutor, le di-
mostrazioni dei teoremi citati nel programma (vedi scheda esame).

Schema per il ripasso:

e Limiti di successioni e di funzioni e continuita,
ESERCIZI di ripasso
Calcolare i seguenti limiti, se esistono:

. 1 1
limn® cosnzsen ﬁ(cosﬁ —1)

1Y
Iim(e” +—j
n—w n

3 2 1
n’+n°sen—
lim . L arctg(2 +senn)
n°+1

n—o

e Derivabilita, Taylor e L’Hopital,
ESERCIZI di ripasso
Calcolare i seguenti limiti:

. log(1+ x) —cosx—x+1
lim ; -
%0 tg°x +sen” x

XZ

i e 2 —Sen X —CoS X + X
Im
0 X(1—cosX)+1g*x

e Studio di funzioni,
ESERCIZI di ripasso
Studiare e disegnare un grafico approssimativo delle seguenti funzioni.

f (x) = arctg ‘4 - xz\

f(x) =xx* —1e”
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f(x)zlogx—1
X

f(x)=|xe”"Vx+5

e Integrali
ESERCIZI di ripasso
Calcolare i seguenti integrali e commentare il segno del risultato:

jxse‘xz dx
0

sen 2x

———dXx
v1+senx

Sh e ASIE

(tgx + tg°x)dx

Ot |y

Alla fine di questo ripasso lo studente puo organizzare con il proprio tutor un calendario di
incontri in cui si alternino la risoluzione di compiti scritti e lezioni teoriche in cui il tutor
interroghera lo studente sui teoremi in programma.

Segue un PRE ESAME che € un compito tipo proposto dal prof. Pedrazzoli:
1. a) Si consideri la seguente proposizione: “se la successione a_ verifica la condizione

|im‘an‘ =0, allorasi hache |[jma, = 0. La proposizione ¢ vera o falsa? Motiva-

n—o nN—o

re la risposta.
b) Calcolare, se esiste, il seguente limite:

lim(sen~n+1—sen+/n), conne N.

n—oo

2. Calcolare, al variare del parametro reale e positivo «, il seguente limite:

. senx—log(1l+ x)+cosx—1
lim - :
x0" X“ —senx

3. Studiare la funzione f(X) = x*+/Xx+1 e tracciarne il grafico.

1 4

: _ X" +1
4. Calcolare il seguente integrale: | ——dXx.
o X° +1
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UNITA’ DIDATTICA n°9

ALGEBRA LINEARE

ORE DI LEZIONE 6

ORE DI STUDIO PERSONALE 12

INTRODUZIONE: VETTORI

Un vettore v e R" puod essere espresso come una n-pla “verticale”, detto “vettore co-
lonna”:

Vi
vV
= 2
V= .
Vn
V,, V,..., Vv, sono dette “componenti” del vettore v nel sistema di riferimento pre-
scelto.

Nello spazio dei vettori di R" (esempio di “Spazio Vettoriale”) valgono le banali
leggi di somma e differenza tra vettori, come pure la legge di moltiplicazione di un
vettore per uno scalare:

W=aqUxpV = w=auzxpyv, (Vi=1l.,n);

W=AU0 = W =A4u, (Vi=1..,n).
Tutti 1 vettori di uno spazio vettoriale sono “uscenti” dall’origine delle coordinate
(in Fisica, incontriamo, invece, anche vettori “liberi” e/o applicati in punti diversi
dall’origine).
Diremo che un insieme di m vettori {V,,v,,..,V_} ¢ “linearmente indipendente” se e
solo se non esiste alcuna loro combinazione lineare (non banale) che si possa annul-
lare; diremo altresi che ’insieme considerato ¢ “linearmente dipendente” se e solo
se esiste una tale combinazione lineare, cioe se il sistema:

Zm:ﬂi G, =0,
i=1

ammette almeno una soluzione non-banale (cioe, tale che i 4, non siano tutti nulli).
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Definiamo “norma” 0 “modulo” di un vettore v=||v|| (in fisica, diremmo la
sua “intensita”’), la quantita:

vV = (v +v,° 4.4V, 7).
In proposito conviene anche definire i cosiddetti “versori”, che sono vettori
di modulo unitario, diretti in direzioni specifiche; p.es., il versore ¢ di un
vettore generico v e dato da v=v/v . In particolare, & utile introdurre i verso-
ri diretti lungo gli assi coordinati: ¢é,é,.,.., é,. Questi versori permettono di e-

sprimere (in modo unico) un qualsiasi vettore v di %" come una loro combi-

nazione lineare:

Si puod anche definire un “Prodotto Scalare” tra due vettori:
g=u0-V[Uull||lV|lcose ,
essendo « 1’angolo compreso tra i due vettori G e V;evidentemente G-v=0

< G .Lv. Alloraé ovvio che:

D>

D>
=

Il

1, peri=Kk,
0, peri=k.

Da cio si deduce che:

n
G=0-V=|U|l[|V]COoSar=UV, +U,V, +...+ UV, = D UV, .
i=1

E’ anche evidente che il massimo numero di vettori linearmente indipendenti

(X3

in R"e proprio n . Se questo é il caso diremo che tale insieme di vettori “ge-

nera” tutto lo spazio R". (per “spazio gemerato” da m vettori si intende
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I’insieme di tutti 1 possibili vettori ottenibili da arbitrarie combinazioni lineari

di questi vettori.

MATRICI
e Le matrici non sono altro che “tabelle” di numeri che posso pensare come

semplici generalizzazioni dei vettori, nel senso che posso scrivere:

V(l)l V(2)1 e V(m)l a11 a12 v aim
\' \Y ') a a .. a
o _ _ . @2 (2)2 (m)2 21 22 2m
A_V(l) ®V(2) ®---®V(m) - . : . . - . . . 1
V(l)n V(2)n e V(m)n anl anz Tt anm

che diremo essere una matrice nxm .

e Anche per le matrici valgono le semplici operazioni gia esaminate sopra:

(AA); =2 A, (A+B),=A*B,, (Vi j=1.,n);

ij !
Inoltre, si definisce “matrice trasposta” A" la matrice (mxn) ottenuta scam-
biando le righe con le colonne nella matrice originale A:

(A, =A; . (¥i,j=1..n).

i

e La moltiplicazione tra due matrici (righe x colonne) é definita come segue:
|
C=AxB = C; :Z:AWBkj ,
k=1

dove A(nxl),B(Ixm) e quindi C(nxm). Notare che € possibile effettuare il

prodotto tra due matrici solo se il numero di colonne della prima €& uguale al
numero di righe della seconda. Inoltre e pure evidente che la suddetta molti-

plicazione tra matrici non gode della proprieta commutativa: AxB=BxA.
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e Per matrici quadrate si introduce il concetto di “determinante” (det). Il deter-

minante elementare & quello delle matrici 2x2:

a b
‘:ad—bc.
c d

Allora, si puo calcolare il det di una matrice (quadrata) di qualsiasi ordine
(nxn) attraverso lo sviluppo (o “regola”) di Laplace, secondo il quale, svilup-

pando il determinante rispetto, per esempio, alla riga k-esima, si ha:

&; dp ... Ay
8y 8y . Ay, \ k+i
. . . . :Zaki (_1) " Cki
i=1 ’
a,; d, ... Q,

dove C, ¢ il “complemento algebrico” dell’elemento a,;, ovvero il determi-

nante di cio che resta “togliendo” dalla matrice la riga k-esima e la colonna i-
esima. Applicando cosi ripetutamente tale regola e possibile esprimere il de-
terminante della matrice originale in termini di determinanti di ordine sempre
piu piccolo, fino a ridursi al semplice calcolo di un determinante 2x2.

Altro metodo per la determinazione di un determinante e quello cosid-

detto “di Sarrus”, che illustriamo nel caso di ordine 3:

& &y a3 ay a
Ay 8y, A - - -
dy 8y Apl=|dy Ay, Ay Ay dy | =
3 dyp Ay

= (a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32) - (a31a22a13 + a32a23a11 + a33a21a12)
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Si sottolinea altresi che il determinante di una matrice & invariante rispetto a

“somme o differenze” di righe e/o colonne, come si vede dal seguente esempio:

(a bj:[a_c b_dj:(a—c)d—c(b—d):ad—bc.
c d C d

o Def. : Si definisce “caratteristica” di una matrice qualsiasi (anche rettangola-
re) A(n,m), (car A) 1I’ordine massimo del determinante non-nullo estraibile
da A. Per quanto visto sopra a proposito della definizione di numero di vetto-
ri linearmente indipendenti, risultano allora evidenti le seguenti proposizioni:

e la Car A coincide col numero di righe o colonne di A linearmente indipen-
denti; per cui, dato un certo insieme di m vettori (di ®") si puo dire che: “il
numero di vettori linearmente indipendenti (p) € uguale alla car della matrice

ottenuta dalle loro componenti:

T 7 T
Al y® @ . ym
ool -

Questo numero (p= Car A) e uguale alla dimensione dello “Spazio Generato”

(“spam”) da tutte le possibili combinazioni lineari degli m vettori:

m
VSPAM :{V_\?: ZCi V(I) ’Ci ESR}
i=1

e “Forma Canonica” di una matrice generica A € detta una matrice, A, ottenibile da A
attraverso “operazioni lineari” (i.e., combinazioni lineari di righe) su A stessa, che

abbia la forma:
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>
[l

con la stessa caratteristica di A. Cio puo essere illustrato dal seguente esempio nu-

merico:
2 -4 6 0 1
A=11 1 -21 -2}
0 -2 1 3 0

e evidente che in questo caso Car A <3. La determinazione della sua “forma cano-

nica” porta a:

1 1 -21-2)(1 1 -2 1 =2
Car A=Car|2 -4 6 0 1 |=0 -6 10 -2 5 |=
0 -2 13 0)(0-21 3 0
10 -% % - 100
=Car|0 1 -% % -%|=Carl0 1 0 : :|=>CarA=3

0 0 -% W% -% 001 -%w ¥
Si definisce “matrice inversa” di una matrice (quadrata) di ordine n, la matrice A™

tale che A" A=AA™ =1 Per cui si potra parlare di matrice inversa solo per ma-
trici quadrate con determinante non-nullo, det A= 0, poiché, in virtu della cosiddetta

“formula di Binet”, il determinante del prodotto di due matrici (quadrate) € uguale

al prodotto dei rispettivi determinanti: det(AB)=detA-detB. e quindi

det(AA")=detA-det A" =detl=1 =detA"=1/detA
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