1 \ Analisi vettoriale

Descrizione di grandezze fisiche

Grandezze fisiche completamente descritte da un
numero: scalari

Grandezze fisiche completamente descritte da tre
numeri (intensita, direzione e verso): vettori

Operazioni fra vettori

Somma:A+B=C

Tale operazione gode delle proprieta

Associativa: A+B+C=(A+B)+C=A+(B+C)=D
Commutativa: A+B=B +A =C
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Vettore A=a A di ampiezza A=|A| e vettore unita a=A/A

Sistema di coordinate cartesiane

<

Jea>

(a) Base vectors

<
A
AZQ\\\

A

—_—— e — =

(b) Components of vector A= XA, + }A’Ay +12A,

A=IAI= A2 + A% + A?
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Prodotto scalare
A.-B = AB cosO,p

(a)= prodotto scalare positivo 0 > 6,5 > 90°

B
> (@)= prodotto scalare negativo 90° > 6,5 > 180
(a)
A-B=(XA, +yAy +2A.) «(XB, +§rBy +2B,)
= AB,+A,B,+ A B,
/ Proprieta distributiva: A«(B + C)= A-B + A-C
A B s ..
1 >  Proprieta commutativa. AsB=B-A
7 Oam
/
¥ A.A=|A|*=A?
(b)
Prodotto vettoriale
z
4 AXB=1hABsiné,,
B
y
A
X
(a) Cross product

AXB

X ¥ 2
AXB=|A, A, A=

B, By B,

= XO (Asz'Asz) + yO (AZBX_AXBZ) +
+ ZO (AxBy'AyBx)
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Tale operazione gode della

Proprieta distributiva: Ax(B + C)= AxB + AxC
e non gode delle

Proprieta commutativa: AXxB = - BxA

né
Proprieta associativa: Ax(BxC) diverso (AxB)xC

Prodotti tripli

Prodotto misto
A-(BxC)=C-(AxB)=B+(CxA)=(AxB)-C

valore immutato ruotando i vettori 0 permutando le operazioni:
rappresenta il volume (grandezza scalare) del parallelepipedo di lati
A B,C

manca il parallelepipedo

Doppio prodotto vettore
Ax(BxC)=B (A-C)-C (A-B)

(AxB)xC=—Cx(AxB)=—A (C+B)+B (C- A)
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Operatore nabla

L'operatore nabla, il cui simbolo € V, & definito:

ff | |ads
S

V = lim
AV—0 AV

e in coordinate cartesiane diventa:

.,9d .9 0
V=X—+§y—+ 72—
ox “dy 0z

Gradiente di una funzione scalare

®(x,y,z)= funzione scalare

ff [®]hds

grad® = lim >
AV—0 AV

Vq5:gradq5:§(a—q5 + ya—¢ + 28_@
ox dy 0z

massima derivata direzionale
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Divergenza di un vettore

A(X,y,z)= funzione vettoriale

§A-ﬁds
S

divA = lim
AV—0 AV

0A,  OA, , A
ox dy 0z

misura della densita locale di sorgente

Rotore di un vettore

§Axﬁds
rotA = lim S
AV—0 AV
§A-id1
rotA = lim c___
AS—0 AS
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X y 1z
VXA=rotA= i i i =

ox dy 0z

A, A A

[(0A, 0A| A(an aAzj [0A,  0A,
=% ——-—2 |+ 9 - + 2 —-
dy 0oz dz  Ox ox  dy

misura della densita locale di vortice

Alcune identita V-(VxA)=0
vettoriali Vx(Vd)=0

Laplaciano di una funzione scalare: V2@ = & una scalare
(il simbolo V?& detto ‘nabla quadro’)

0’d d*d @

V=V . (VP) = +—
Vo) ox?  9y* 977

Laplaciano di un vettore: V?A = & un vettore

9> 0° 9’
VPA=| S+—5+—5 |A=& VA +§V?A +2V’A,
ox> 9y* 9z’ g
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Definizione di flusso

=>

Flusso totale= § E-ds
S

dove ds=n ds

Linee di flusso
del vettore E

\
\

Teorema di Gauss o della divergenza

L'integrale di volume di V-A (su un qualsiasi volume V) & uguale
al flusso di A attraverso la superficie chiusa S che racchiude V.

_[V-Adv _ §A-ds
\Y S

Se V-A = 0, il campo vettoriale &€ detto solenoidale perché e
nullo il suo flusso, rappresentato dall‘integrale di superficie lungo S.
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Teorema di Stokes

Il teorema di Stokes converte l'integrale di superficie del V x A (su
una superficie aperta S) nell’integrale di linea di A lungo il contorno
C che limita la superficie S (circuitazione di A).

AN

ds =nds

A
n

j(VxA)-ds _ §A.d1

S C

dl
C

Se VxA= 0, il campo vettoriale € detto conservativo o
irrotazionale perché € nulla la sua circuitazione, rappresentata
dall'integrale di linea lungo C.
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Campi vettoriali

I campi vettoriali sono descritti da una funzione vettoriale e
possono essere rappresentati dalle linee di flusso del vettore
(tangenti in ogni punto al vettore e orientate come il vettore stesso

&>

E ~

/
) 4
O
Ve N
~

CAMPO CONSERVATIVO

O IRROTAZIONALE CAMPO SOLENOIDALE

Per fornire una descrizione quantitativa si ricorre alla definizione
delle origini del campo vettoriale, che possono essere:

» sorgenti, misurate dalla divergenza
e vortici, misurati dal rotore
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:1 VXC(PA): qﬂxﬂ—éyxv(? |

2 Ve(£x8)=-7)A-8(VA)+A(V-8)-(A-T)B

— —

\

Ve (AxB)= Vv (AxB ) + Von(AxB)
A S S M

. s (B.CcYA -8B [c A
g&.‘{;vp‘(& Sc.cco‘:g::l (_ _)- = ('— _)

campi yetto<ia li
p

L Ux(TxA)= V V4 - V-VA=VVA_VA

€ PN Con(B s A)=i 8 i€+ A Y= (e Bk
B -V

Vz: o‘nﬂe.ro‘(e, scalaxe (_olf L;Hac.c,)

X Y x vl’P = O C e. imeladiowall )

c—+V (¢x )y =o cffc

2 N: Vrh=o0 Cc. selewsdoll
c -+ € 2 Cwkicn el L

v Y VL? = V?'Uf c. scalave
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