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Questo articolo & fondamentalmente un complemento di un nostro precedente lavoro, nel quale, dopo una generale
discussione sulla natura degli urti, elastici e mon, era stata presentata integralmente la trattazione che ne fece
Giovanni Crivelli nella prima meta del X VIII secolo, sottolineando in particolare la sua spiegazione dell’urto ela-
stico, fatta senza lutilizzo dell’energia cinetica. Qui vogliamo tornare sull’argomento, inizialmente dimostrando
che la condizione di conservazione dell’energia cinetica (oggi presa come caratteristica principale degli urti ela-
stici) ¢ equivalente alla condizione di invarianza (a meno del segno) della velocita relativa dei corpi interagenti.
Successivamente riproporremo, ampliandole con note esplicative ed eventuali dimostrazioni, sia ’esposizione data
da John Keill, forse il primo ad introdurre la filosofia newtoniana ad Ozford, che le spiegazioni originali della
dinamica degli urti presentate nel 1668 alla Royal Society da parte di John Wallis e Christopher Wren.

[This paper, essentially a complement of a previous work , where, after a general discussion on the nature of
elastic and inelastic collisions, we had presented the treatment made by Giovanni Crivelli in the first half of
XVIII century, where he suggested an explanation of elastic collisions without the need of introducing the concept
of kinetic energy. In the present work we want to give a further discussion on this argument, at first by proving
that the condition of kinetic energy conservation is equivalent to the invariance (up to the sign) of the relative
velocity of the colliding bodies. Then, we shall present the original version (but enlarged by our notes and proofs)
of the treatment of body collisions given by John Keill, probably the first to introduce newtonian natural philosophy
at Ozford. At last, we shall also give the original version of the Letters presented by John Wallis and Christopher
Wren to the Royal society in 1668, where we find the first correct explanations of the dynamics of collisions.]

1 Introduzione

In un precedente articolo [1] avevamo gia discusso della natura degli Urti, sia Elastici che Anelastici, mettendo a
confronto il moderno approccio didattico, basato sulla Conservazione o meno dell’Energia Cinetica (conservata,
per 'appunto, solo negli Urti elastici), con quello “originale”, pitt basato sulla natura stessa dei corpi, tipicamente
distinti in corpi duri, molli, ed elastici; questi ultimi essendo corpi capaci di riacquistare la configurazione origina-
ria, dopo aver subito una deformazione a seguito dell’urto, proprio grazie alla loro elasticita. In tale ottica, dopo
aver brevemente studiato i diversi tipi di urto in chiave moderna, avevamo presentato integralmente, nella sua
versione originale, la trattazione fatta da Giovanni Crivelli nei suoi “Elementi di fisica” [2], stampati a Venezia nel
1731-1732, in cui l'autore forniva una spiegazione della dinamica degli Urti Elastici senza 'utilizzo del concetto
di Energia Cinetica, basandosi su un certo modello che potremmo definire della “riflessione” o , ancor meglio,
del “rimbalzo”, forse ispirato dai lavori originali di Wallis e Wren. In effetti il Crivelli precisa che Wallis' fu “l
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1John Wallis (Ashford, 1616 - Oxford, 1703), Matematico e Professore ad Oxford. Si occupd della quadratura delle curve, di
coniche, e di logica. Uno dei padri del calcolo infinitesimale, fu anche colui che introdusse il simbolo di infinito: co.



primo che diede Ie vere leggi dei corpi duri”, mentre Wren? ed Huygens®, “presentarono separatamente le leggi del
moto de’ corpi perfettamente elastici”. John Wallis fu Professore Saviliano ad Oxford (dal 1649), ed acquisi una
discreta fama grazie alla sua opera “Arithmetica infinitorum” del 1655, mentre Christopher Wren, piu poliedrico,
divento celebre soprattutto per il suo ruolo capitale nella ricostruzione di Londra dopo il grande incendio del
1666. L’attribuzione a Wallis e Wren dei risultati ottenuti nello studio degli urti viene confermata anche da John
Keill*, presumibilmente il primo ad aver introdotto la nuova Filosofia Naturale di Newton ad Oxford, gia nelle sue
“Philosophical Lectures” tenute nell’anno 1700, a soli tredici anni dalla pubblicazione dei “Principia” [3]. 11 libro
contenente queste Lectures venne stampato nel 1702° ad Oxford in latino, e poi, nel 1720, anche in traduzione
inglese a Londra [4], del quale presenteremo qui un estratto, nella sua versione originale, della parte relativa alla
trattazione (algebrica) degli urti tra corpi elastici, Includeremo inoltre, pure nella loro forma originale (in Latino),
le esposizioni fatte da Wallis e da Wren, scritte in forma di Lettera, e pubblicate insieme nelle “Philosophical
Transactions of the Royal society” (vol.3, N. 43; Jan. 1668)[5], essenzialmente per la loro rilevanza storica.

Nel presente articolo, fondamentalmente un complemento di quello precedente [1], vogliamo dare un’ulteriore
conferma di come la condizione fondamentale che caratterizza il modello di Urto Elastico presentato dal Crivelli
in [2] (da noi descritto e riproposto in [1]), secondo la quale Ielasticita dei corpi porta ad un Impulso (scambiato)
pari al doppio di quello presente nel caso dell’Urto completamente Anelastico, sia in effetti equivalente alla (pin
moderna) condizione di “Conservazione dell’Energia Cinetica”.

2 Un’ulteriore osservazione sulla natura degli Urti Elastici

Consideriamo un generico Urto Centrale (cioé “diretto”) tra due particelle di massa m ed M | rispettivamente,
caratterizzate da velocita iniziali v e V. Senza perdita di generalita possiamo assumere che M preceda m, e
che quindi V' > v, in modo che I'urto possa aver luogo. Siano poi dette v’ e V' le rispettive velocita finali, dopo
I'urto. Poiché le due particelle costituiscono un Sistema Isolato, dalla Seconda Legge di Newton ne consegue che
deve conservarsi la “Quantita di Moto” del sistema, condizione che, in virtu del fatto che qui ci limiteremo al
caso di urti nei quali tutte le velocita coinvolte stanno su uno stesso asse (diciamo, 1’asse z ), pud scriversi:

Q=mv+MV =Q =mv +MV'". (1)

Considerando dapprima il caso di un urto “Completamente Anelastico”, nel quale dopo l'urto le particelle si
muovono insieme, con la medesima velocita: v' =V’ = vy, si ottiene:

+ MV
S VA R R 2
= m+ M )

Da questo risultato possiamo dedurre facilmente I’Impulso scambiato tra le due particelle, ricordando che secondo
la. Legge della Dinamica in “Fase Impulsiva”®, questo ¢ responsabile della variazione della loro Quantita di Moto;
troviamo cosi che:

2Christopher Wren (East Knoyle, 1632 - Londra, 1723) & stato un architetto, fisico e matematico inglese.

3Christiaan Huygens (I’Aia, 1629 - L’Aia, 1695) & stato un matematico, astronomo e fisico olandese, fra i protagonisti della
Rivoluzione Scientifica.

4John Keill (Edimburgo, 1671 - Oxford, 1721). Studid all’Universita di Edimburgo con David Gregory ottenendo una laurea in fisica
e matematica nel 1692. Frequento poi il Balliol College a Oxford ottenendo un master nel 1694. Keill giocd un importante ruolo come
difensore di Newton nella disputa contro Leibniz in relazione all’invenzione del “Calcolo Infinitesimale”, curd un’interessante edizione
dei primi sei libri degli Elementi di Euclide (1715), e pubblico un libro di Astronomia (nel 1718 in Latino, e nel 1721 in traduzione
Inglese), dal titolo “Introductio ad Veram Astronomia”, che potesse servire come testo preliminare per lo studio dell’opera. molto
piu tecnica, scritta dal suo Insegnante, David Gregory, dal titolo “Astronomiae Physicae et Geometricae Elementa”, e pubblicata a
Oxford nel 1702 (e poi ristampata a Ginevra nel 1726).

5A questa Prima Edizione, ne seguirono numerose altre, nel 1705, nel 1715, etc.

6Si veda, per esempio, il §2.7 dei nostri Complementi di fisica, [6], a pag. 42.
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¢ la cosiddetta “massa ridotta” del sistema, e Vg = V — v & la velocita relativa di M rispetto a m, prima
dell’urto.

Come abbiamo dimostrato nell’Appendice 1 (§4) in [1], I'Urto Completamento Anelastico ¢ proprio quello in
cui si ha la massima perdita di Energia Cinetica. Riproducendo di nuovo i risultati generali ottenuti in [1], e
supponendo che in un urto generico I'Impulso scambiato sia sempre proporzionale a quello relativo al caso di un
Urto Completamente Anelastico dato in eq.(3), ovvero che sia:

AQm = —AQrr = A = ApVi = Ap(V —v), (5)

qui ci vogliamo chiedere per quale valore della costante di proporzionalita A si puo ottenere, oltre alla sempre
valida conservazione della quantita di Moto, anche quella dell’Energia Cinetica, in modo tale da potersi avere:

1 1 1 1
§m112+§MV2=§mv’2+§MV’2. (6)

Ponendo (come in [1]) per semplicita p = 7}, questa condizione da:

p(: =) =Vv7* V2, (7)
ovvero:
plo+v)(v—2) =V +V)(V' =V); (8)
e poiché dalle (5) si ha:
, A
v —U= E )
Y 9)
=37

si arriva a:

Vi Al
N"—=WV"+V)=— 10
plo+v) = (V4 V) 57, (10)
ottenendo quindi:
v+ =V +V, (11)



ovvero:

Vi =V =—(V—v)=-V;g. (12)

Questo risultato dimostra un fatto ben noto, ovvero che in ogni urto in cui & valida la conservazione dell’Energia
cinetica, la velocita relativa tra le due particelle cambia semplicemente di segno, diventando cosi 'opposta di
quella precedente all’'urto stesso.

A questo punto ¢ facile ottenere il valore della costante di proporzionalitd A che corrisponde a questa situazione.
Prendendo la differenza delle due eq.(9), ed utilizzando il risultato (3), possiamo scrivere:

v'—v—V’—!—V—)\I(771%4—]\14)—):—)\(‘/—11), (13)
da cui:
(1= A) (V= v) = (V' — o). (14)

Ed in definitiva, utilizzando il risultato dato dall’eq.(12), si ottiene:

1=XNV—-v)=—=(V—-v), (15)

da cul si evince infine che A = 2.

In altre parole, la richiesta di avere anche la Conservazione dell’Energia Cinetica implica, oltre al fatto che nell'urto
(elastico) la velocita relativa cambia semplicemente di segno (Vg' = —Vg), che I'Impulso scambiato tra le due
particelle sia esattamente il doppio di quello corrispondente al caso dell’'Urto Completamente Anelastico (dato
nell’eq.(3)), dove le particelle restano unite nello stato finale.

Come abbiamo visto in [1], & proprio questa caratteristica a giustificare lattributo di “elastico” a questo tipo di
urto, poiché, seguendo il ragionamento riproposto dal Crivelli (in [2], e che noi abbiamo riportato integralmente in
[1]), & proprio a causa della loro elasticita, che ciascuno dei due corpi, dopo aver ricevuto 'Impulso “iniziale” che
lo ha deformato, ne riceve un altro uguale causato proprio da tale deformazione, da cui il fattore “ 2 7 ottenuto.

Naturalmente, inserendo il valore A =2 nelle eq.(9), e tenendo conto della (3), si riottengono i risultati gia dati
in [1], che qui per comodita riportiamo:

o 2V 4+ (p—1v 2MV — (M —m)v

V,_V(l—p +2pv (M —m)V +2mu
N 1+p B M+m

3 L’esposizione di John Keill

Come gia anticipato nell’Introduzione, vogliamo qui di seguito riproporre integralmente la trattazione algebrica
dell’urto tra Corpi elastici che fece John Keill nelle sue “Lectures”, al cui interno viene peraltro dato un riferimento
pil preciso, rispetto alla piti generica menzione che ne fa il Crivelli in [2], dei lavori originali di Wallis e di Wren
[5], e che riporteremo nell’ultima sezione. Come abbiamo detto, il testo del Keill, anche se qui riprodotto nella



sua versione in traduzione inglese” (dall’edizione stampata a Londra nel 1720), & interessante da un punto di
vista storico, perché riproduce le lezioni sull’argomento tenute dall’autore ad Oxford nell’anno 1700, allo scopo di
introdurre in quell’Ateneo la “nuova” Filosofia Naturale, basata sui Principia Mathematica Philosophiae Naturalis
di Newton [3], pubblicati tredici anni prima a Londra.

Dopo aver esposto le Tre Leggi del moto di Newton® nelle “Lectures” XI e XII, nella XIII viene considerato il
problema degli urti tra corpi duri (“hard”) e molli (“soft”). Nella successiva, la XIV, vengono quindi studiati
gli urti tra corpi elastici, affrontando il problema, come si era soliti fare nei secoli XVII e XVIII, dapprima con
argomentazioni e dimostrazioni a carattere prevalentemente geometrico”, per poi proporre una trattazione pitl
algebrica, e quindi, se vogliamo, un po’ pitt moderna. Riproduciamo qui di seguito questa parte'®, integralmente,
come avevamo gia fatto in [1] col testo del Crivelli, in corsivo, senza alcuna modifica nell’ortografia, per preservarne
il gusto antico, partendo tuttavia dal “Teorema XXIX” dato dal Keill a pag. 188, visto il ruolo cruciale che gioca
nella sua risoluzione algebrica del problema.

THEOR. XXIX.

IF' cum perfectly Elastick Bodies impinge to one another, their relative Velocity will be the same before and after
the Impulse; that is, the perfectly Elastick Bodies will recede from each other after the Stroke, with the same
Celerity, wherewith they first approached one another.

FOR [by Cor.*' Theor. 27.] the compressing Force, or the Magnitude of the Stroke'? in given Bodies, arises from
the relative Velocity of the bodies, and is proportionable to it'3; and [by Def. 11]** perfectly Elastick Bodies restore
themselves to their former Figure by the same Force, whereby they were compressed™®: that is, the restoring Force
is equal to the compressing Force, and therefore is equivalent to the Force wherewith the Bodies approach each
other before the Impulse'®. But Bodies are compelled to separate from one another by this restoring Force, whence
this Force acting on the same Bodies, will produce a relative Velocity equal to that which they had at first, or it
will make the Bodies to recede from one another with the same Velocity wherewith they at first approached each

other. Q. E. D.

FROM this ..., the Rules of Motion in the Congress of perfectly Elastick Bodies may be easily discovered; which
we shall therefore do in the following . ..

...BUT'Y since Calculation is always used in Practice, we shall here deliver a Method, whereby the Celerities
of Elastick Bodies after the Impulse may be investigated, and brought to Numbers; and it would indeed be easy,
after the manner of the foregoing Corollaries'®, to reduce to Numbers all the particular Cases from the general
Construction; but a general Calculation may be thus more readily discovered.

"Preferita qui a quella originale in latino, pubblicata ad Oxford gia nell 1702, e poi ancora nel 1705 e nel 1715.
80ggi detti semplicemente i “Tre Principi della Dinamica”.
91 Principia Newtoniani ne sono un fulgido esempio.

10La riproduzione integrale che segue, si riferisce alle pagine 192-194 dell’edizione in Inglese del 1720, [4].

1 Questo corollario, dato a pag. 180 del libro [4], e incluso nella “Lecture XIII”, afferma che “se la differenza tra le velocita dei due
corpi, cioe, la velocita relativa con la quale i corpi si avvicinano, resta la stessa, comunque aumenti o diminuisca la loro somma,
UImpulso scambiato nell’urto resta lo stesso”, concordemente con quanto da noi ottenuto in eq.(3).

12Corrispondente al nostro “Impulso” I.

13Come mostra la nostra eq.(3).

M Definizione data a pag. 163 di [4], nel contesto delle “Second Definitions” date all'inizio della Lecture XIII: “A PERFECTLY
elastick Body is such a one, as recovers its first Figure with the same Force, whereby it was obliged to quit it., concordemente anche
con quanto da noi detto nel §2.

15Questo & infatti il punto cruciale, che combacia con quanto detto anche dal Crivelli, e da noi sottolineato in [1]; a tutti gli effetti,
I’essenza stessa di questo Modello di Urto Elastico.

16 Giustificando cosi il “raddoppio” dell’Impulso scambiato, rispetto al caso dell’'urto Completamente anelastico.

17Qui, dopo aver riproposto il “Teorema XXIX”, passiamo direttamente alla parte che piil ci interessa, nellla quale viene proposta
la soluzione algebrica del problema.

18 Corollari esposti per lo pitl nella Prima Parte di questa stessa “Lecture”.



LET us in the first place suppose the Bodies A and B to be moved towards the same Part'®?; and let?* C be the
Velocity of the following Body A, but ¢ the Velocity of the preceding Body B: whence the relative Velocity of the
Bodies will be C — ¢, and the Sum of the Motions®' towards the same Part AC + Bc. Let the Velocity of the
Body A after the Impulse towards the same Part, as before, be called?? x ; and because the relative Velocity of the
Bodies both before and after the Concourse is the same®3, the Velocity of the Body B will be** x4+ C —c : for the
relative Velocity of the Bodies is equal to the Excess of the Velocity, whereby the Velocity of the swifter exceeds
that of the slower, so that the Excess ought to be C — c; but since the Velocity of the Body A is*® x, its Motion
towards the Part®® D will be*™ Ax ; and since the Velocity of the body B is x + Cc, its Motion towards the same
Part will be Bx+BC —Bc; and the Sum of these Motions will be equal to the Sum of the former Motions®®, that
is, it willbe Ax+Bx+BC—Bc=AC+ Bc : whence by reducing this Equation, it willbe Ax+BBx = AC—
BC+2Bc; and® z 14037034-2& = to the Velocity of the body A. Moreover, the Velocity of the Body B is
AC—-BC+2Bc AC—-BC+2Bc+AC+BC—-Ac—Bc 2AC—-Ac+Be

=z+4+C—-c= 1+ B +C —c= Y = 118

IF BC is greater than AC+2Bc¢, x or % will be a negative Quantity; so that the Velocity of the
body A in that case will be towards the contrary part’®, and its Motion towards D will be negative. If the Body B
is at rest, that is, if ¢ =0, the Velocity of the body A after the Impulse will be>! % forwards or backwards,
as the Sign + or — shall prevail.

IF the Bodies A and B carried towards the contrary Parts®? with the Celerities C and c, do directly impinge
on each other, their Motion towards the same Part will be AC — Bc, and the relative Velocities of the Bodies
will be C + c. Now let x be the Velocity of the Body A after the Impulse; its Motion towards the same Part as
before, will be Az, and the Velocity of the Body B will be = + C + ¢, (for the relative Velocity of Bodies is not
altered®® by the Stroke) and the Motion in the Body B towards D will be Bx + BC + B¢ ; whence the Sum of
the Motions towards the same Part will be Ax + Bx + BC + B¢, which [by Theor. 14P* will be = AC — Bec:
so that it will be Ax + Bx = AC —BC —2Bc¢ and = = W and the Velocity of the body B will be
AC—-BC—-2Bc AC—-BC—-2Bc+AC+BC - Ac+Bc 2AC+Ac—Be

A+ B +CO+e= A+ B A+ B

IF BC+2 Bec is greater than than AC', the motion of the Body A will be backwards; namely towards the contrary

Y9Come gia ampiamente detto in [1], la trattazione di molti problemi di Fisica nei secoli XVII e XVIII risentiva della mancanza
dei moderni metodi vettoriali, per cui la maggior parte degli autori in questi secoli doveva considerare separatamente i casi in cui le
velocita erano dirette in versi opposti.

200sservando che nel testo del Keill si indicano con A e B non solo i corpi stessi, ma anche le rispettive masse o i loro pesi, per
poter fare un confronto tra le formule che qui vengono date con quelle scritte nella nostra notazione, utilizzata sia in [1] che nel §2
del presente lavoro, ricordiamo che: A=M,B=m,C =V, ,c=wv.

21Ricordiamo che nei secoli XVII e XVIII, con il termine “Moto” si intendeva la “Quantitd di Moto”, a volte anche detta “Momento”
(quest’ultimo termine ancora in uso nei testi di Fisica in lingiua Inglese), definita come la somma dei prodotti delle masse per le
rispettive velocita; da cid segue la formula della totale Quantita di Moto iniziale come: AC + Be (= MV 4+ mw), data da Keill nel
suo testo.

22Questo significa che z corrisponde nella nostra notazione a V' .

23In realta, come abbiamo visto in (12), resta la stessa solo in modulo, visto che cambia di segno: Vg’ = —Vg. Fatto di cui,
tuttavia, ’Autore tiene conto, visto che i risultati che ottiene risultano essere corretti. Anzi, & proprio questa invarianza (a meno del
segno) della velocita relativa, risultato contenuto nel Teorema XXIX esplicitamente qui riproposto, a permettere a Keill di ottenere
le corrette velocita finali dei due corpi.

2Cioe: v =V'+V — 0.

25Dopo 'urto.

26Keill indica con la lettera D la direzione verso la quale incide il corpo A, corrispondente al verso positivo del nostro asse .

27Cioe: Qu' =MV’

28 Concordemente con la Conservazione della Quantita di Moto, eq.(1).

29Naturalmenye, questi risultati coincidono, nelle nostre notazioni, con le eq.(16).

30Cioe, il corpo incidente A dopo l'urto tornera indietro, verso la direzione —x.

31Corrispondente alla ben nota formula (eq.(14) in [1], 0 eq.(2.110) in [6]): V = %_’_z V.

32Come gia annunc1at0 in precedenza la mancanza dell’ulhzzo del vettori obbhga il nostro autore a trattare separatamente il caso

33 A parte il segno!
34Riferimento presumibilmente errato, nonostante sia presente anche in entrambe le Edizioni latine del 1705 e del 1715; in effetti
il TEOR. XIV tratta della “cochlea”, cioe della “vite”.



AC-BC-2Bc
A+B
THE first, as I know of, who gave the true Laws of Motion in hard Bodies, was Dr. John Wallis, the famous
Savilian Professor of Geometry in this University, which he did in the Philosophical Transactions®® N°43. where
he also shew’d the true Cause of Reflections in other Bodies, and proved that they proceeded from their Elasticity.
Not long after, the famous Sir Christopher Wren, and Mons. Huygens, imparted to our Royal Society the Laws
that are observed by perfectly Elastick Bodies, and gave exactly the same Construction, tho each was ignorant of
what the other had done. But since they published in the Philosophical Transactions, the Constructions and Laws
of Motion without any Demonstration; we have thought fit to take thence their very elegant Construction and to

demonstrate it.3%

Part: in which case x or will be a negative Quantity.

4 La Trattazione degli Urti da parte di J. Wallis e C. Wren

In questa Sezione riprodurremo integralmente un documento fondamentale per la storia della “Dinamica degli
Urti”, ovvero le brevi Lettere originali (in Latino) presentate da John Wallis®” e Christopher Wren3® alla Royal
Society, e pubblicate in latino nelle Philosophical Transactions del 1668 (Vol. 3, Issue N°43)[5], nelle quali gli
autori proposero per primi le corrette soluzioni al problema degli urti. In queste Lettere non vengono fornite vere
e proprie dimostrazioni dei risultati ottenuti, fatto non insolito per la Fisica del XVII secolo; spesso gli autori
preferivano fornire solo i risultati delle proprie scoperte, senza divulgare i dettagli dei propri calcoli. Va comunque
notato che, a seguito di queste brevissime esposizioni del problema in forma di Lettera, il Wallis espose poi in
modo molto pilt esteso il problema nella Terza Parte (alle pag. 687-707) del suo “Mechanica”[8], pubblicato nel
1670-1671. Per una piu approfondita analisi del contributo alla Fisica del XVII secolo da parte di questi due
autori inglesi, si rimanda al classico lavoro di René Dugas [7] (cap. 5).

4.1 A summary Account given by Dr. John Wallis, Of the General Laws of Motion, by
way of Letter written by him to the Publisher, and communicated to the R. Society,
Novemb. 26. 1668.

Petis®®, V. C. ut quae mea sunt de Motibus aestimandis Principia, paucis aperite velim. Id autem, si meministi,
jam olim factum est, non modo illo Opere*®, quod ante octo menses R. Societati exhibitum®', eorum jussu praelo*?
subjectum est; sed et jamdudum in duobus scriptis eidem Societati ante plures Annos exhibitis, quae et Te penes
sunt: Quorum alterum®3, ex generalibur Motus Principiis, rationem reddit, qui fieri possit, ut Homo statu suo
(Vesica inflando) saltem Centipondium elevare potis sit (quod Experim. ante 16 vel 18 annos Ozoniae exhibitum,
coram Ipsis aliquoties fuit repetitum;) Alterum*, varia de Ezperim. “Torricelliano” dicto, Phaenomena, ex

principiis Hydrostaticis exponit.

Summa rei huc redit:

35[5], che riprodurremo integralmente nel §4.

36 Concludiamo qui la parte estratta dal testo di Keill [4]. Nel resto della Lecture XIV ’autore considera anche il caso di urti parzial-
mente anelastici, cioe della collisione tra corpi che, non essendo perfettamente elastici, non recuperano dopo l'urto la configurazione
originaria.

37La lettera di Wallis, e indirizzata all’editore delle Philos. Trans., Henry Oldenburg, fu scritta a Oxford il 15 Novembre 1668.

3811 lavoro di Wren fu presentato alla “Royal Society” nella seduta del 17 Dicembre 1668.

398i tratta di una formula di apertura di una lettera tipica del Wallis; “V. C.” sta per “Vir Clarissime”.

40Wallis si riferisce al suo “Mechanica” [8].

41La prima parte dell’Opera [8] fu infatti presentata dall’autore durante la seduta dell Royal Society che si tenne il 30 Aprile 1668,
nella quale fu sollecitato a completare al piu presto l'intero lavoro per poter essere stampato.

427] torchio, per la stampa.

43Ci si riferisce qui a [8], Parte III, cap. XV, prop. 3, pag. 759-767: “Inflata Vesica pondus elevare”. Ma anche in Opera
Mathematica, 1, pag. 1056-1060. Durante la riunione della Royal society del 4 Marzo 1663 Wallis aveva fornito una descrizione di
questo esperimento.

44Qui ci si riferisce alle relazioni che Wallis fece sugli esperimenti barometrici di Goddard, presentate alla, Royal Society il 20 Agosto
1662, e poi incluse nella III Parte del suo Mechanica [8], cap. XIV, prop. 7 e 8, pag. 714-719.



1. Si Agens ut A efficit ut E; Agens ut 2 A, efficiet 2E, 3 A, ut 3F , etc. caeteris paribus: Et, universaliter,
mA ut mFE; cujuscunque rationis Exponens sit m .

2. Ergo, si Vis*® de ut V moveat Pondus P; vis mV ut movebit m P, caeter. paribus: puta, per eandem
Longitudinem eodem Tempore, h.e.*S eadem Celeritate®”.

3. Item, si Tempore T. moveat illud per Longitudinem L, Tempore n'T movebit per Longitudinem*® n L .

4. Adeoque, si Vis V', tempore T, moveat Pondus P, per Longitudinem L; vis mV, Tempore n'T, movebit
m P, per Longitudinem n L. FEt propterea, ut VT (factum ex viribus et tempore) ad P L (factum ex
pondere et Longitudine) sic*®* mnV T, ad mnPL.

5. Quoniam Celeritatis gradus sunt Longitudinibus eodem Tempore transactis Proportionales, seu (quod eodem
recidit) reciproce Proportionales Temporibus eidem Longitudini transigendae impensis™® : erit>! % :C =

:’Z—TL T C . hoc est Gradus Celeritatum, in ratione composita ex Directa Longitudinum et Reciproca
Temporum®?.

6. Ergo, propter VI : PL=mnVT :mnPL, erit V: % =mV: %; hocest V:PC =mV :
mPC (=mP xC=PxmC)5.

7. Hoc est, si Vis V movere potis sit Pondus P, Celeritate C' : Vis mV movebit®* vel idem Pondus P,
Celeritate m C'; vel eadem Celeritate, Pondus m P ; vel denique quodvis Pondus et Celeritate, ut factum
ex Pondere et Celeritate sit m PC'.

8. Atque hinc dependet omnium Machinarum (pro facilitandis motibus) construendarum ratio: nempe, ut qua
ratione augetur Pondus, eadem minuatur Celeritas; quo fiat, ut Factum ex Celeritate et Pondere®, eadem
Vi movendo, idem sit: puta V : PC =V :mP x %C’ =PC.

9. Si Pondus P, Vi V, Celeritate C, latum, in pondus Quiescens (non impeditum) m P directe impingat>®,

ferentur utraque Celeritate ﬁ C'. Nam, propter eandem Vim, majori Ponderi movendo adhibitam, eadem

45Cid che qui scrive Wallis risulta corretto solo assumendo che col termine latino “vis” egli non intenda la “forza” F, ma il suo
“Impulso” I = [ Fdt (= FT nel caso di una forza costante nel tempo).

46 Abbreviazione per “hoc est”.

47Ipotizzando infatti un moto che inizia dallo stato di quiete, dal “Teorema dell’Tmpulso” (o della Quantita di Moto), I = AQ =
M Aw, troviamo che la velocita raggiunta dal mobile & data da v = I /M , equivalente alla formula data da Wallis: C = V/P, essendo
C la celerita (=velocita), V la vis (= impulso), e P il pondus (=peso, ma nel senso di “massa”).

481nfatti, nel caso di una forza costante nel tempo, in cui quindi il moto & uniformemente accelerato, lo spazio percorso L & dato da:
L= éaTZ = QLmT2 = gg;T = ﬁT, che nelle notazioni del Wallis si scrive: L = %T; da questa formula, sostituendo I'impulso
V con mV, il tempo T con nT, e la massa (il pondus) P con la massa m P, si ottiene il risultato dato nel testo, secondo il quale lo
spazio percorso L diventa: L — QTn‘ﬁ,nT =n L. Questo spiega anche quanto enunciato al punto 4.

49In realtd, questa & sola una conseguenza lapalissiana, visto che afferma una semplice identita, valida per qualsiasi proporzione:
VT :PL=mnVT:mnPL.

50Infatti, continuando d’ora in poi ad utilizzare le notazioni di Wallis, dalle formule ottenute nelle Note 47 (C = V/P) e 48
(L= %T), si ottiene: C' = % .

51Qui abbiamo evitato di scrivere le proporzioni nel modo solitamente impiegato fino al XVIII secolo, esprimendole nella loro forma
attuale. In ogni caso, anche il risultato riportato in questo punto, come in quello precedente, non ¢ altro che una banale proprieta di
qualsiasi proporzione.

52Concordemente con la formula finale data nella nota 50.

53Ho inserito io la parentesi, perché il testo risultasse piti chiaro.

54Questi risultati sono di nuovo una diretta conseguenza della formula data nella Nota 47: C' = V/P, ovvero V = P(C, dalla quale
infatti si evince che V.=mV =(mP)x C =P x (mC).

55Cioe: V=P xC.

56Questo ¢ il primo dei punti riportati nella Lettera di Wallis che tratta degli urti. In questo caso si tratta di un urto diretto (cioe

di massa m P. Dalla Conservazione della Quantita di Moto Q del sistema si ottiene, difatti: Q@ = PC = (P +m P)(C’, da cui si
evince che la comune velocita dei due corpi dopo l'urto, & data da: ¢/ = C/(1+m).



ratione minuetur aucti Celeritas: nempe V : PC = V Hm Px—-C =PC. Adeoque Alterius Impetus®”

1+m
intellige factum ex Pondere et Celeritate®®) fiet> PC Religui —— mPC'.
+m 1+

JF

10. Si in Pondus P, (Vi V') Celeritate C latum, directe impingat aliud, eadem via®®, majori Celeritate inse-

quens; puta Pondus m P, Celeritate nC , (adeoque®® Vi mn'V latum) ferentur ambo Celeritate 11++m" C.

Nam® V :PC=mnV :mnPC = Hmny . Limnpc — Limny . (HT"LP xllii"zn"C). Adeoque

praecedentibus Impetus® fiet 11+ +"7‘n" P C'; subsequentis, 1':_"‘" mPC.

11. Si Pondera contrariis Viis lata, sibi directe occurrant sive impingant mutuo®®, puta, Pondus P (Vi V)
Celeritate C, dextrorsum; et Pondus m P, Celeritate nC (adeoque Vi mnV ) sinistrorsum: Utriusque
Celeritas, Impetus, et directio, sic colliguntur Pondus dextrorsum latum, reliquo si quiesceret®®, inferret

Celeritatem ﬁ C, adeoque ImpetumS® 1+m P C, dextrorsum,sibique retineret hanc eandem Celeritatem,

adeoque Impetum ﬁ P C dextrorsum (per Sect. 9.) Pondusque sinistrorsum latum (simili ratione) reliquo
mn

1+m
P C sinistrorsum. Cum itaque motus utrinque fiat; Impetus

si quiescerit, inferret CeleritatemS” H’fm , adeoque Impetum P C sinistrorsum; sibique retineret hanc

eandem Celeritatem, adeoque Impetum5s M

1+m
dextrorsum prius lati, jam aggregatus erit ex ﬁ P C dextrorsum, et 1’1—:1 P C sinistrorsum, adeoque reap-
5€89 vel dextrorsum vel sinistrorsum, prout ille vel hic major fuerit, eo impetu qui est duorum diﬁerentia' hoc
est (posito + signo dextrorsum, et - sinistrorsum significante,)’® Impetus erit’*, H_—m pPC - {0 PC =
lLomn p . Celeritas =22 C' ; (adeoque De:z:trorsum vel sinistrorsum, prout 1 vel mn major fuerzt) Et
14+m 14+m
similiter Impetus sinistrorsum prius lati, erit’? —H—m PC + I’L’Z PC = m” 1 PC, Celeritas m" 1 C:
Adeoque dextrorsum vel sinistrorsum, prout 1 vel mn major fuerit™.

57Ricordiamo che il concetto di “Impeto” fu per primo introdotto da Buridano nel XIV secolo, nella Quaestio Tertiodecima del suo
commento alla “Fisica” di Aristotele (Parigi, 1509). E evidente che oggi identificheremmo 1I'’Impeto semplicemente con la Quantita
di Moto, la cui variazione deve essere uguagliata all’Impulso (totale) agente dall’esterno (la V' di Wallis), definito come gia detto
dall’integrale [ Fdt.

58Cioe: P x C, corrispondente alla nostra formula: Q = Muv.

59Le Quantitd di Moto dei due corpi, dopo I’urto, risultano infatti essere date, rispettivamemte, da: PC’ = P lfm e (mP)C' =
C

1+m °

60InJrquesto caso si considera di nuovo un urto (diretto, e non-obliquo.) completamente anelastico, ma si ipotizza che il corpo
urtato, questa volta di massa P, non sia inizialmente in quiete, ma abbia una velocita non nulla C, e su questo incida un altro
corpo, di massa m P (e quindi m volte quella del corpo urtato), caratterizzato da una velocitd iniziale maggiore nC (cioe¢ n
volte quella del corpo che precede). Pertanto, sempre in virtu della Conservazione della quantitd di Moto, possiamo scrivere che:
Q=PC+mPxnC=(P+mP)xC’, da cui si ottiene che la comune velocita finale C’, dopo l'urto, & data da C’ = 11++7mmn C,
come detto dal Wallis.

61nfatti, essendo I’Impulso (ovvero I’ “Impeto”) iniziale del corpo urtato pari a V = P C', risulta che quello del corpo incidente &:
Vine. =mP xnC =mnV.

62Qui ci siamo permessi di modificare leggermente la sequenza e la scrittura dei termini di questa proporzione, per fini di chiarezza
agli occhi di un lettore moderno; € curioso come fino almeno al XVII secolo si preferisse spesso utilizzare questo tipo di dimostrazioni,
basate sulle proprieta delle proporzioni, anziché, come & costume oggi, utilizzare espressioni e formule algebriche.

63Questi risultati si ottengono semplicemente moltiplicando la velocitd comune dopo 1'urto C”, per le rispettive masse.

64In questo terzo caso viene considerato ancora un urto completamente anelastico, ma nel quale i corpi interagenti si muovono
inizialmente uno contro 'altro; piu in dettaglio si ipotizza che un corpo di massa P che si muove verso destra con velocita C' urti
contro un secondo corpo, di massa m P che si muove con velocita nC' verso sinistra. In questo caso, essendo la quantita di moto
totale verso destra (tipicamente il verso positivo del nostro asse z) uguale a Q =PC +(—mP nC = (1 —mn)PC, dalla sua

m P

conservazione si ottiene che la comune velocita dopo 1'urto deve essere: C’ = ; f:n"
65Poiché in tal caso ci si ridurrebbe al caso esaminato al punto 9.
66Nel testo originale ([5], pag. 865) viene erroneamente scritto: “..adeoque Impetum T m P C, dextrorsum, ...; noi abbiamo

corretto I'evidente errore di stampa (il fattore m in piu).

67 Anche qui & stato corretto un evidente errore di stampa, visto che in [5] era di nuovo presente per sbaglio un fattore m al
numeratore di questa espressione.

68Di nuovo lo stesso errore di stampa, che anche qui correggiamo direttamente.

691] testo originale riporta un incomprensibile “re adse”; il termine corretto & senz’altro quello che qui riportiamo: “reapse”, che
significa “in realta”.

7Tn accordo con le nostre usuali convenzioni, su un asse orizzontale viene presa per positiva la direzione verso destra (+x).

71 Abbiamo inserito noi il fattore C' nell’ultimo termine, assente per errore nel testo originale.

72 Anche le formule che seguono, qui da noi corrette, nel testo [8] (pag. 866) erano viziate da non pochi errori (di stampa).

73 A conferma dei limiti presenti nelle esposizioni delle Leggi Fisiche nel XVII e nel XVIII secolo, gia sottolineati in precedenza,



12. Si vero Pondera nec eadem directe via procedant, nec directe contraria, sed oblique™ sibi mutuo impingant;
moderandus erit praecedens Calculus pro obliquitatis mensura. Impetus autem Oblique impingentis, ad eju-
sdem Impetum qui esset si Directe impingeret (caeter. paribus) est in ea ratione qua Radius ad Secantem
anguli Obliquitatis; (Quod etiam intelligendum est, ubi Perpendiculariter, sed Oblique cadit in percussi su-
perficiem, non minus quam ubi viae motuum se mutuo Oblique decussant:)’® Quae quidem Consideratio,
cum Calculo priori debite adhibita, determinabit, quaenam futura sint sic Oblique impingentium Celeritas,
Impetus, et directio, hoc est quo Impetu, qui Celeritate, et in quas partes ab invicem resilient, quae sic impin-
gunt. Eademgque est ratio Gravitationis gravium Oblique descendentium™, ad eorundem Perpendiculariter
descendentium Gravitationum. Quod alibi demonstramus.

13. Si quae sic impingunt Corpora, intelligantur non absolute dura (prout hactenus supposuimus) sed ita ictus
cedentia ut elastica”™ tamen vi se valeant restituire, hinc fieri poterit ut a se mutuo resiliant ea corpora, quae
secus essent simul processura; (et quidem plus minuisve, prout haec vis restitutiva major minorve fuerit,)
nempe si Impetus ex vi restitutiva sit progressiva major.

14. In motibus™® acceleratis et retardatis, Impetus pro singulis momentis is reputandum est, qui gradui Celeritatis
tum acquisito convenit’®. Ubi autem per Curvam fit motus, ea reputanda est, in singulis punctis, motus
directio, quae est Rectae ibidem Tangentis’®. Et si quando motus tum acceleratus vel retardatus sit, tum
et per Curvam fiat (ut in Vibrationibus Penduli;) Impetus aestimandus erit, pro singulis punctis, secundum
tum gradum accelerationis, tum Obliquitatem ibidem Tangentis.

Atque hae sunt (quantum ego judico) Generales Motuum leges; quae ad Casus particulares Calculo sunt accom-
modandae. Quos, tamen, si sigillatim persequi vellem. Epistolae limites transilirem. Vale.

Ozxon, d. 15. Novemb. 1668.

A conclusione di questa Lettera del Wallis, si desidera sottolineare che essa venne scritta ben diciannove anni prima
della pubblicazione da parte di Newton dei suoi “Principia Mathematica”. E poiché sappiamo da quest’ultimo che,
di fatto, aveva sviluppato gran parte del contenuto di tale Opera nel corso dei vent’anni precedenti, non ¢ escluso
che alcuni degli sviluppi e risultati ottenuti dai due scienziati non possano essere essenzialmente simultanei. Pur
non potendoci essere alcun paragone possibile con la mastodontica Opera di Newton, contenente in nuce 'intera
Meccanica Classica, tuttavia i risultati ottenuti dal Wallis, specialmente se visti nella sua versione piu estesa,
cioe nei suoi “Mechanica” [8], possono essere giudicati piuttosto rilevanti. Purtroppo il Wallis ¢ noto solo agli
storici della scienza (e della Fisica in particolare), ma probabilmente meriterebbe maggior fama anche per il vasto
pubblico.

A conclusione di questo lavoro, come gia detto, desideriamo riproporre integralmente anche la Lettera scritta da
Christopher Wren, altra figura di rilievo nella storia della scienza del XVII secolo. In tale Lettera, pubblicata come
si & detto, subito dopo quella di Wallis nelle “Philosophical Transactions of the Royal Society of London”, viene

rileviamo quanto sia stato superfluo da parte dell’autore, ripetendosi inutilmente, I’aver considerato I’'Impulso e la Velocita verso
sinistra, chiaramente uguali all’opposto delle rispettive grandezze verso destra.

74Qui P’autore accenna all’ultimo caso possibile di urto completamente anelastico, quello obliquo, cio¢ “non-centrale”.

7511 contenuto di questa parentesi, assente nella Lettera originale di Wallis, & in realtd un’aggiunta dell’editore Oldenburg (su
istruzioni dello stesso Wallis), inserita in [5].

76Si tratta del ben noto “Moto Parabolico”.

"7In questo ultimo punto della sua Lettera, Wallis accenna al caso che qui pill ci ha interessato, ovvero 1’Urto Elastico, o meglio,
l'urto tra Corpi Elastici. Come gia accennato, Wallis non fornisce alcun risultato al riguardo. Sara Christopher Wren, nella sua
Lettera [5] stampata subito dopo quella di Wallis, e che qui riproponiamo nel §4.2, a studiare pili in dettaglio il problema, fornendone
per primo la soluzione corretta.

"8Nella versione stampata della Lettera data in [5], a pag. 866, questo punto non viene numerato come i precedenti, contrariamente
all’originale scritto da Wallis e spedito a Oldenburg.

79Semplicemente, cid significa che I’impeto, ovvero la Quantitd di moto, in ogni generico moto vario (accelerato o ritardato che
sia), & ad ogni istante proporzionale alla velocita.

80Come & ben noto, in un qualunque punto di una qualsivoglia traiettoria, (il vettore del-) la velocita & sempre ad essa tangente.
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fornita la prima spiegazione dell’Urto Elastico®! del quale ci siamo occupati nel §2, cosi come venne presentata
alla Royal Society il 17 Dicembre 1668.

4.2 Dr. Christopher Wren’s Theory concerning the same Subject; imparted to the R.
Society Decemb. 17. last, though entertain’d by the Author divers years ago, and
verified by many Experiments, made by Himself and that other excellent Mathema-
tician M. Rook before the said Society, as is attested by many Worthy Members of
that Illustrious Body.

Lex Naturae de Collisione Corporum.

Velocitates Corporum propriae et mazime Naturales sunt ad Corpora reciproce proportionales®?.

Itaque Corpora R.S. habentia proprias Velocitates, etiam post Impulsum retinent proprias.

Lea®® Naturae Et Corpora R.S. improprias Velocitates habentia ex Impulsu restituuntur ad Aequilibrium; hoc
est, Quantum R superat, et S deficit a propria Velocitate ante Impulsum, tantum ex Impulsu
abstrahitur ab R et additur ipsi S et econtra.

Quare Collisio Corporum proprias Velocitates habentium aequipollet Librae oscillanti super Centrum Gravitatis®*.

Et Collisio Corporum improprias Velocitates habentium equipollet Librae super binae Centra aequaliter huic inde
a centro Gravitatis distantia: Librae vero Jugum, ubi opus est, producitur.

Ttaque Corporum aequalium improprie moventium tres sunt casus. Corporum vero inaequalium impropriae mo-

ventium (sive ad contrarias sive ad easdem partes) decem sunt omnino Casus, quorum quinque oriuntur ez

Conversione®®.

811,a soluzione data da Huygens fu presentata alla Royal Society un paio di dettimane piti tardi, il 4 Gennaio 1669.

82Wren inizia introducendo il concetto di Velocita “Propria”, che per ogni corpo & inversamente proporzionale al suo peso (e quindi
alla sua massa).

83Qui Wren considera 1'urto (elastico) di due corpi che viaggiano I'uno contro I’altro con velocithy “proprie” o “improprie”; nel
primo caso la quantita di moto totale ¢ nulla, e come dimostriamo nell’Appendice 4.3, entrambi i corpi mantengono la stessa velocita
iniziale, invertendo naturalmente la direzione del moto.

84Qui Wren sembra paragonare 1'urto elastico tra due corpi al caso di una bilancia libera di oscillare attorno al proprio centro di
gravita. Wren rende esplicita questa analogia servendosi di opportuni diagrammi, che qui riproduciamo in Fig.1, attraverso i quali il
nostro Autore rappresentava gli effetti dell’urto stesso (di nuovo, senza alcuna giustificazione o spiegazione dettagliata).

85Nonostante queste ultime affermazioni date da Wren non siano accompagnate da un’adeguata dovizia di dettagli o giustificazione
dimostrativa, tuttavia non ¢ difficile verificare che i casi rappresentati in Fig. 1, alla luce della legenda fornita dalla Fig. 2, portano
agli stessi risultati dati dalle eq.(16); i casi rappresentati nella colonna di destra della Fig. 2 corrispondono a corpi della stessa massa
(M = m), ovvero al caso in cui p = 1, mentre quelli a sinistra corrispondono a masse disuguali (M # m), p # 1.
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Fig. 1

R.S Corpora aequalia, vel R corpus majus, S corpus minus. a Centrum Gravitatis sive ansa Librae. 7. summa

velocitatum utriusque corporis®®.

AP Ul TR

gl - T

Fig. 2

[ Lege syllabas (quamuvis disjunctas ) Re, Se, oR, oS wvel Ro, So, €S, eR in linea cujuslibet Casus, et harum
quae scribitur in Schemate more Hebraico®”, ea indicat motum contrarium mutui®®, quem notat cujusvis syllabae
scriptio Latina. Syllaba conjuncta quietem Corporis denotat®.]

Py

Fig. 3

Natura observat regulis Additionis et Subductionis Speciosae.

86Nel testo della Lettera segue la seguente Figura (Fig. 2), che funge da legenda di quella precedente (Fig. 1).

87Cioe, da destra verso sinistra.

88Qui si intende verso sinistra, ovvero nel verso negativo del nostro asse .

89Come ad esempio nel secondo schema di destra di Fig. 1, che rappresenta graficamente il risultato dato in eq.(15) di 1],
corrispondente al caso in cui si suppone che un corpo di massa M (per Wren, il corpo R) incida con una certa velocita V (indicata
nel testo della Lettera con Re) contro un bersaglio (S) avente la stessa massa m (= M), inizialmente in quiete. A seguito dell’urto,
il primo si ferma (V/ = 0) ed il secondo acquisisce la velocitd iniziale del primo (v = V). Naturalmente, possiamo ritrovare questo
risultato anche ponendo p =m/M =1 e v =0 nelle eq.(16).
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Cost si conclude la Lettera di Wren, esprimendo in una forma algebrica piuttosto arcaica, e senza darne alcuna
giustificazione o dimostrazione, le formule che descrivono quantitativamente 1'urto Elastico. Come abbiamo visto
nel §3 con la trattazione di Keill [4], ma anche dall’esposizione fatta dal Crivelli in [2] e riprodotta nel nostro
precedente lavoro sull’argomento [1], entro pochi decenni si perfezionarono i modi di presentare le leggi che
descrivono i fenomeni naturali attraverso formule algebriche, rendendo cosi piu chiare e comprensibili le opere
della Nuova Fisica nata dalla “Rivoluzione Scientifica” tra la seconda meta del XVII e la prima parte del XVIII
secolo.

4.3 Appendice

In questa Appendice abbiamo pensato di inserire alcune delle dimostrazioni relative al §4.2, che per motivi di
spazio non potevano essere riportate nelle note.

1. Qui vogliamo verificare il risultato riportato da Wren quasi all’inizio della sua Lettera, secondo il quale
nell’urto elastico tra due corpi che viaggiano I'uno contro l'altro con velocita uguali a quelle “proprie”,
ovvero velocitd inversamente proporzionali alle loro masse (ovvero ai pesi, per esprimersi come Wren), i due
corpi, pur invertendo la loro direzione di moto, mantengono 'intensita delle rispettive velocita.

Utilizzando le stesse notazioni del §2, consideriamo quindi un corpo di massa M che viaggia verso destra
(che come sempre consideriamo come verso positivo) con velocitd V', contro il quale si muove un secondo
corpo, di massa m, con velocita (verso sinistra) v. L’essere caratterizzati dalle cosiddette velocita “proprie”,
significa che®® M/m = v/V , ovvero che MV = mv e V = pv (dove p = m/M ). Di conseguenza, la
Quantita di Moto totale risulta essere nulla: @ = MV — mwv = 0, avendo tenuto conto che quella del
corpo m & negativa, muovendosi verso sinistra. Dalla sua conservazione potremo allora scrivere: @ =0 =
MYV' 4+ mv', da cui si evince che dopo 'urto i due corpi invertono la loro direzione di moto, M verso
sinistra con velocitda |V’'| = =V’ e m verso destra con velocitd, v’, tali che: |V’| = pv' . Ricordando
poi che la condizione di elasticita implica I'invarianza della Velocita Relativa, possiamo anche scrivere che:
Ve =V +v =V}, =v"+|V'|. Tenendo quindi conto delle altre condizioni trovate in precedenza, si ottiene
allora: Vg = (1+p)v=(1+p)v, dacui infine: v =1, e quindi anche: V = |V’|, confermando la tesi di
Wren, cioe¢ 'invarianza delle intensita delle velocita dei due corpi.

2. Vediamo adesso la dimostrazione del risutato ottenuto da Wren nel caso in cui le velocita iniziali V' e v
dei due corpi (di masse M e m ) differiscono di una medesima quantita rispetto alle corrispondenti velocita
proprie, la prima in eccesso e la seconda in difetto. Supponiamo cicé che V=Vp+§ e v =vp —J, dove
Vp e vp sono le rispettive velocita proprie, tali cioé che M/m = vp/Vp, ovvero M Vp = mop, da cui
Vp = pvp. Questa volta la Quantita di Moto del sistema, che deve conservarsi, non € nulla come nel caso
precedente 1, ma risulta essere: Q =MV —mv=M (Vp+6)—m(vp—90)=(MVp—muvp)+(M+m)d =
(M+m)§=MV'+mnv', dove v’ > 0 sempre, mentre il segno di V' dipendera da §. Quest’ultima relazione
puo anche scriversi: (14 p)d =V’ + pv’. Sfruttando di nuovo l'invarianza in valore assoluto della velocita
relativa caratteristica degli urti elastici, possiamo scrivere: Vg =V +v = (Vp+9)+ (vp—0) =Vp +vp =
(14 p)vp = |Vh| =" —V'; sostituendo in questa formula Pespressione V' = (1+p)d — pv’ trovata sopra
dalla conservazione di @) troviamo infine: (1+ p)vp =v' — (1+p)d+ pv’, ovvero: v/ =vp + 4. E percio,
anche: V' =o' = Vg = (vp+6) — (Vp+uvp) = —(Vp —§) . Queste formule mostrano, come enunciato nella
Lettera di Wren (senza alcuna giustificazione od ombra di dimostrazione), che in questo caso il corpo (M)
che aveva inizialmente un eccesso ¢ di velocita rispetto a quella propria (V = Vp + 4), alla fine si muove
con una velocita che ¢ inferiore a questa della stessa quantita: V' = —(Vp — ¢) . Al contrario, il corpo (m)
che aveva una velocita iniziale inferiore della stessa quantita ¢ rispetto a quella propria (v = vp — §), al
termine dell’urto si ritrovera con una velocita che € maggiore, della stessa entita J, rispetto a quella propria:
v =vp+9.

90Qui tutte le velocita sono prese in valore assoluto.
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