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Attraverso queste brevi “Note” wvogliamo offrire agli studenti uno spunto per indurli ad approfondire lo studio
degli sviluppi che si ebbero in meccanica nel periodo dell’Illuminismo. In particolare accenniamo ai “Principi”
introdotti da D’Alembert nel suo “Traité de Dynamique” (1743). Dopo averne ricordato alcuni tra i suoi punti
pit caratteristici, incluse le sue “Leggi del Moto”, concludiamo con un esercizio per i nostri studenti, nel quale
viene mostrato un esempio di applicazione del concetto di “Limite”.

1 Introduzione

Nel 1743 il giovane Jean D’Alembert pubblico quella che sarebbe poi stata considerata probabilmente la sua
opera maggiore, il “Traité de Dynamique” [1]. In questo libro lautore, come egli stesso precisa nella Prefazione,
si proponeva di presentare in una forma nuova le leggi della meccanica, sia della Statica (che studia 1'equilibrio
dei corpi) che della Dinamica (che associa il loro moto a forze esterne), cercando di far derivare tutte le sue
leggi da un insieme minimale di principi piu astratti rispetto a quelli utilizzati, per esempio, da Newton nei
suoi “Principia” [2]. Piu precisamente, D’Alembert, muovendo critiche su questi ultimi percheé necessariamente
legati all’esperienza e quindi agli aspetti piu fenomenologici, proponeva di elevare la meccanica ad un grado di
certezza pitt matematico, o meglio, geometrico. Pertanto, come negli “Elementi” di Euclide si costruisce tutta la
geometria in modo assiomatico, partendo da pochi principi astratti, i postulati, considerabili veri semplicemente
grazie all’evidenza, cosi D’Alembert cerco di fare altrettanto anche nell’ambito della meccanica, prendendo come
principi fondamentali il concetto di spazio, necessario per descrivere la posizione occupata dai corpi (distinti dallo
spazio stesso solo dal fatto che questi sono impenetrabili) nei diversi istanti di tempo, e soprattutto il concetto
di “movimento”. Questo fatto gia rende evidente lo stretto legame che per il nostro autore c’¢ tra meccanica e
geometria. Anche in quest’ultima & possibile definire una curva attraverso l’evoluzione - il movimento - di un
punto nello spazio, una superficie attraverso 1’evoluzione di una curva, e infine un solido (assimilabile quindi
ad un corpo nel mondo fisico reale) attraverso I’evoluzione (il movimento) di una superficie. Il parametro che in
geometria viene utilizzato per descrivere queste evoluzioni, in meccanica e chiaramnente identificabile col concetto
di “tempo” fisico. Cio che D’Alembert cerca di evitare nella sua formulazione, & di dover introdurre il concetto di
“forza”, che come noto gioca un ruolo chiave nella meccanica newtoniana. Qui non vogliamo dare una esaustiva
trattazione di quest’opera di D’Alembert, per la quale rimandiamo in particolare ai lavori di Fraser [3] e di Giorgilli
[4], ai quali ci siamo ispiratil. Ma, lo sottolineiamo, queste brevi note sono state scritte fondamentalmente a scopi
didattici, per essere utilizzate dai nostri studenti.
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Mn realta, siamo venuti a conoscenza dei lavori di Fraser [3] e di Giorgilli [4] solo dopo aver gia scritto una parte del presente
lavoro. Per evitare quindi inutili sovrapposizioni, abbiamo fortemente ridimensionato il nostro progetto iniziale, che includeva in
particolare anche una breve presentazione dello stesso “Principio di D’Alembert”, che pero era gia stato discusso estensivamente da
Fraser nei suoi due articoli.



La nuova formulazione, proposta da D’Alembert nel suo Traité, non riusci in effetti a soppiantare quella stabilita
da Newton nei suoi “Principia” [2] circa sessanta anni prima, formulazione che di fatto costituisce la forma
standard con cui da allora viene presentata, e quindi studiata nelle scuole, la “Meccanica Classica”. Soltanto col
formalismo presentato quasi cinquanta anni piu tardi da Lagrange (1788) nel suo “Mechanique analytique” [5],
e con 'utilizzo del “Principio di minima azione” di Maupertuis (1744)2 e del Calcolo Variazionale (equazione di
Eulero-Lagrange), si riusci ad avere un paradigma matematicamente coerente e senz’altro pill elegante rispetto
alla meccanica newtoniana; cio che ancora oggi € nota come “Meccanica Analitica” (o “Razionale”).

Dei due lavori che abbiamo gia citato, quello del Fraser [3], diviso in due parti, dopo una presentazione generale
del “Traité de Dynamique” si concentra sulle applicazioni date dallo stesso D’Alembert del “Principio” che prende
il suo nome, e che viene presentato in tutti i corsi di Meccanica Razionale al secondo anno di Universita nelle
facolta di Fisica o Ingegneria. Anche Daltro lavoro, quello di Giorgilli [4], pur offrendo una presentazione a pin
ampio spettro della produzione scientifica del nostro autore, si concentra maggiormente sul “ITraité”; illustrandone
ottimamente i punti salienti. Per questo motivo, ci permettiamo di rimandare in particolare a quest’ultimo lavoro
i nostri studenti per ulteriori approfondimenti, oltreché per avere un piu ampio quadro d’insieme delle opere
scientifiche del D’Alembert.

In questo breve articolo, col rischio evidente di dover anche ripetere alcuni dei punti gia esaminati in [3] e in [4],
vogliamo presentare solo alcuni aspetti introduttivi contenuti nella Prima Parte del Traité, in particolare, le leggi
generali del moto e dell’equilibrio dei corpi, della composizione dei moti, e quelli relativi agli urti dei “corpi duri
contro ostacoli immobili”.

Come si ¢ detto, la Prima Edizione del “Traité de Dynamique” [1] fu stampata a Parigi nel 1743; a questa segul
una seconda edizione, ampliata di oltre un terzo rispetto alla precedente (oltre 280 pagine, contro le meno di 200
della prima edizione), stampata ancora a Parigi nel 1758. Questa stessa seconda edizione fu infine ristampata
postuma (D’Alembert era morto nel 1783) nel 1796, ancora a Parigi [8]. Qui prenderemo in considerazione, per
la parte che ci interessa, proprio quest’ultima. L’opera, stampata a Parigi in 4° da Fuchs, ¢ fondamentalmente
divisa in una Prefazione, a cui seguono due Parti distinte. Nella Prefazione I’autore essenzialmente presenta la sua
filosofia della meccanica, sottolineando le differenze sostanziali rispetto alla trattazione standard della meccanica
newtoniana. Nella “Prima Parte” il filosofo francese, dapprima fornisce alcune definizioni fondamentali, tra le
quali, oltre a quella relativa alla proprieta dell’impenetrabilita dei corpi, che permette di distinguerli dalla semplice
estensione dello spazio che essi occupano, quelle relative allo stato di riposo (i.e., di quiete), di moto uniforme? e
di moto uniformemente vario (accelerato o ritardato). Quindi espone le sue “Leggi del Moto”, distinte da quelle
date da Newton (a pag. 12 e 13 nella Prima Edizione dei “Principia” del 1687, [2]), cercando di (di-)mostrare che
in effetti queste costituiscono da sole un set completo e consistente dalle quali poter derivare, fondamentalmente
per via logica e geometrica tutto il resto. Forse e proprio quest’ultimo punto che accomuna la trattazione di
D’Alembert con quella dell’illustre filosofo e scienziato di Cambridge; entrambi, pur padroneggiando il potente
strumento del “Calcolo Differenziale e Integrale”, inventato proprio (insieme a Leibniz) da quest’ultimo, nei
rispettivi trattati hanno preferito seguire la via delle dimostrazioni a carattere prettamente geometrico. I principi
sui quali D’Alembert fonda tutta la sua meccanica sono i seguenti: (i) il “Principio d’'Inerzia” (gia avanzato
da Galileo, poi da Cartesio, ed anche dallo stesso Newton), espresso tuttavia in modo indipendente per i corpi
in quiete e per quelli in moto rettilineo uniforme; la giustificazione di tale Principio viene espressa in termini
esclusivamente geometrici; (ii) la legge di composizione delle velocita, che perd, nonostante ne fornisca una
dimostrazione (geometrica) piuttosto elaborata, non ¢ altro che la regola del parallelogramma per sommare ogni
tipo di grandezza vettoriale, gia presente nei “Principia” di Newton; ed infine una sorta di legge dell’equilibrio,
il tutto senza aver dovuto introdurre il concetto, fondamentale per Newton, di “Forza”. Per quest’ultimo la
forza e definita come la responsabile della variazione dello stato di moto, e la quantificazione di questo legame
tra causa ed effetto € magistralmente espressa proprio dalla ben nota Seconda Legge di Newton, attraverso la
formula F = ma. In D’Alembert, invece che di forza, si parla di “azione acceleratrice” o “ritardante”, come

2Si vedano, su questo fondamentale Principio, i due nostri lavori [6] e [7].

3Si sottolinea che, per D’Alembert, questi due stati sono distinti, e non equivalenti, come per Newton; non si fa in particolare
alcun cenno al “Principio di Relativita” galileiano, secondo il quale tutti i sistemi di riferimento in moto traslatorio uniforme tra loro
(i “sistemi inerziali”) sono del tutto equivalenti.



una funzione (in generale incognita) che lega le “variazioni delle variazioni” degli spazi percorsi (dde) al tempo
(infinitesimo) trascorso dt?. Nelle notazioni utilizzate nel “Traité”, se de indica lo spazio (infinitesimo) percorso
nell’intervallo di tempo dt con una velocita u, deve valere: de = udt. Considerando che dt ¢ un incremento
“costante” di tempo, la variazione di questa formula da: d(de) = dde = dudt = ¢(e,t)dt?, dove si & definita
la “variazione” della velocita come: du = @(e,t)dt, essendo p(e,t) una funzione dello spazio e del tempo in
generale incognita. Si veda il testo originale [8] o la breve sintesi data da Giorgilli [4] per maggiori dettagli. Qui ci
basta sottolineare che tale funzione, (e, t), pud essere ottenuta conoscendo la legge del “movimento” (cioe dello
spostamento nello spazio) del corpo (e(t)), oppure, se questo non ¢ noto, avanzando ipotesi a priori, e verificando
poi la legge del movimento che ne consegue. Chiaramente, nel contesto della fisica newtoniana, ¢(e,t) potrebbe
essere identificata con la forza, causa della variazione dello stato di moto del corpo.

Ancora nella “Prima Parte”, dopo aver presentato i suoi principi, I’autore passa a considerare il problema della
misura di una forza acceleratrice, sia nel caso di moti rettilinei che di moti curvi in presenza di “forze centrali”.
In quest’ultimo caso viene anche data un’interessante dimostrazione geometrica dell’espressione di cio che nel
linguaggio ordinario si direbbe 'accelerazione centripeta data da a. = u?/R, dove u & di nuovo il modulo della
velocita istantanea ad un determinato istante, ed R e il “raggio di curvatura” della traiettoria, naturalmente
al medesimo istante. Si vuole qui accennare solo al fatto che D’Alembert propone due versioni del suo calcolo
(geometrico). Nel primo, approssima le traiettorie dei corpi da una successione di linee spezzate, caratterizzate
ciascuna da ben determinati moti (rettilinei) uniformi o uniformemente vari (accelerati o ritardati). Nel secondo
adotta invece un punto di vista “continuo” (che definirei piti esatto), nel quale ogni tratto inifinitesimo di traiettoria
viene considerato come un arco di circonferenza (percorso con una certa velocita costante u) caratterizzato da un
certo raggio R, che il nostro autore, come altri francesi, preferisce chiamare “rayon de la developée”. 1 risultati che
si ottengono nelle due versioni, per quanto riguarda la misura dell’azione acceleratrice, differiscono di un fattore
2, che in ogni caso D’Alembert giudica come fatto irrilevante, nel senso che la cosa che conta ¢ restare coerenti
con la scelta adottata. A questo punto, all’inizio del terzo capitolo (sempre di questa Prima Parte), dal titolo “Du
mouvement détruit ou changé par des obstacles”, D’Alembert considera il problema degli urti tra “corpi duri”
(urti completamente anelastici) e urti tra questi e superfici (muri) insuperabili ed immobili. Piu avanti il nostro
autore affronterd anche il caso degli urti elastici, dei quali abbiamo studiato alcuni sviluppi storici (XVII e XVIII
secolo) in due recenti lavori [10], [11]. E infine nella “Seconda Parte” del Trattato che autore presenta il suo
“Principio”, al quale forse deve la sua fama, almeno per quanto riguarda la meccanica, fornendo (specialmente
nella seconda edizione, alla quale ci riferiamo) anche un certo numero di applicazioni, detti “Problemi”.

Seppur e vero che ci siamo ripromessi di fare solo qualche breve considerazione relativa alla trattazione presente
nel “Traité” degli urti anelastici di corpi duri contro ostacoli immobili, ci pare doveroso includere nella nostra
traduzione di alcuni brani scelti del testo originale?, anche le tre “Leggi del Moto”, cosi come vengono proposte
da D’Alembert all’inizio della “Prima Parte” (da pag. 3, nell’edizione da noi consultata [8]).

2 Traduzione (commentata) di alcuni brani scelti del “Traité de Dynamique” di
D’Alembert

L’edizione del “Traité che abbiamo utilizzato [8] si apre con una “Avvertenza dell’Editore”, nella quale si precisa
che 'opera e stata ampliata di oltre un terzo rispetto alla prima edizione, stampata a Parigi nel 1743, poiché sono
state aggiunte alcune riflessioni sulla questione delle “Forze Vive”, oltre ad un certo numero di applicazioni del
cosiddetto “Principio di D’Alembert”. Ricordiamo qui che durante gran parte del XVIII secolo, relativamente
al problema della natura delle forza insita in ogni corpo, si contrapposero due scuole di pensiero. Da un lato si
sosteneva che questa fosse cio che viene detta “Quantita di Moto”, una grandezza vettoriale data dal prodotto
della massa per la velocita, p = mv; tra i suoi principali sostenitori troviamo Cartesio, che la introdusse gia nei

4 Abbiamo cercato, per quanto possibile, di mantenere nella versione italiana le stesse parole utilizzate dall’autore, forse sacrificando
un po’ la scorrevolezza del testo, allo scopo di trasmettere agli studenti il gusto stesso del testo “antico”. Eventuali termini o frasi non
del testo originale sono racchiuse tra parentesi quadre. Mentre, qualora si rendesse necessario segnalare il termine francese originale,
questo sara posto tra parentesi tonde.



suoi “Principia Philosophiae” [9], e molti cartesiani, come Malebranche®. Dall’altro si preferiva cio che oggi viene
detta “Energia Cinetica”, definita come E, = %va ; tra i suoi principali sostenitori troviamo Leibniz, uno dei
padri dello sviluppo del calcolo Infinitesimale.

L’opera vera e propria inizia con una Prefazione, definita in realta “Discorso Preliminare”; di ben 36 pagine (pp. ¢
- xzzvi, in [8]), in cui fondamentalmente D’Alembert presenta il proprio programma per una meccanica rinnovata,
fondata su nuovi postulati e principi, e caratterizzata da nuove leggi. A seguire troviamo quattro “Definizioni
e Nozioni Preliminari”. Nella Prima vengono definiti i corpi, distinguendoli dalle semplici estensioni spaziali da
essi occupate, grazie alla loro proprieta di impenetrabilita. Nella Seconda si definisce lo stato di quiete e quello di
movimento. Nella Terza si introduce il concetto di tempo, definibile proprio grazie al movimento dei corpi. Nella
Quarta ed ultima si definiscono gli stati di moto uniforme e quelli di moto accelerato o ritardato.

A termine di queste definizioni inizia la “Prima Parte” dell’opera, dal titolo:

Leggi generali del movimento e dell’equilibrio dei corpi

Nel Primo Capitolo, si legge:

Della forza d’inerzia, e delle proprieta del movimento che ne risultano

2. Chiamo con Newton “forza d’inerzia”, la proprieta che hanno i corpi di restare nello stato in cui sono: &
questa la proprieta che qui vogliamo dimostrare. Ora, un corpo é necessariamente nello stato di riposo [quiete] o
in quello di movimento [moto|; si devono quindi dimostrare le due leggi sequenti:

Legge I:

3. Un corpo persisterd nel suo stato di riposo a meno che una qualche causa esterna non lo allontani [da tale
stato]. Cio perché un corpo non puo di per sé determinare il proprio movimento, poiché non c¢’é¢ alcuna ragione
perché debba muoversi da un lato piuttosto che un altro.

Corollario:

4. Da questo seque che se un corpo riceve un certo movimento da una qualche causa [esternal, qualunque possa
essere, esso non potra di per sé né accelerare né ritardare questo movimento.

5. Si chiama [definisce] in generale “potenza” (puissance) o “causa motrice™, tutto cio che obbliga un corpo a
MUOVETST.

Legge II:

6. Un corpo, una volta messo in movimento da una causa qualunque, deve persistere sempre [in uno stato di
moto| rettilineo e uniforme, fintantoché una nuova causa, differente da quella che I’ha messo in movimento, non
agira su di esso; vale a dire, che a meno che una causa esterna [distinta] dalla causa motrice non agisca su questo
corpo, esso si muoverda perpetuamente in linea retta, e percorrera in tempi uguali spazi uguali’ .

[Si hanno i due seguenti casi:] O l’azione indivisibile e istantanea® della causa motrice [agente] all’inizio del
movimento & sufficiente per far percorrere al corpo un certo spazio, oppure [nel secondo caso] il corpo ha bisogno
per muoversi dell’azione continuativa della causa motrice.

Nel primo caso, € evidente che lo spazio percorso mon puo essere che una linea retta descritta uniformemente
dal corpo mosso. Poiché (per ipotesi) passato il primo istante ’azione della causa motrice non esiste pin, e

5Malebranche introduce questo concetto nella sua opera maggiore, la “De la Recherche de la Verité” (1674).

6come si & gid detto, D’Alembert evita di utilizzare, per quanto possibile, il termine “forza”, utilizzato invece in modo estensivo
nel contesto della meccanica newtoniana.

"Evidentemente, 'insieme di questi due enunciati & praticamente equivalente alla Prima Lex di Newton ([2], pag. 12), che
nell’originale latino &: “Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus
impressis cogitur statum illum mutare”.

8Per esempio, nel caso di una “forza impulsiva”; se ne veda la definizione e le conseguenti “Leggi della Dinamica in fase impulsiva”,
nei nostri “Complementi di Fisica” [12], a pag. 42.

9Trattandosi, per esempio, di una forza impulsiva, come quelle presenti nel caso di un urto o di una esplosione.



tuttavia il movimento é ancora [presente], questo sara dunque necessariamente uniforme, poiché (dal Corollario
precedente) un corpo di per sé non puo né accelerare né ritardare il suo [proprio] movimento. Inoltre, non c¢’é
alcuna ragione perché il corpo devii [il suo moto| verso destra piuttosto che verso sinistra. Dunque in questo
primo caso, dove si suppone che [il corpo| sia capace di muoversi durante un certo tempo, indipendentemente
dalla [continua azione della] causa motrice, esso si muoverd durante questo tempo uniformemente in linea retta.
[Dunque, ne consegue che| un corpo che pud muoversi uniformemente in linea retta durante un certo tempo, deve
continuare perpetuamente a muoversi nella stessa maniera, se non c’é niente che glielo impedisca.

A questo punto 'autore fornisce una sorta di dimostrazione geometrica di quanto asserito. Dopodiché continua
la sua trattazione (pag. 5 in [8]):

Dungque, se l’azione [iniziale] e istantanea [a carattere impulsivo| della causa motrice é capace di muovere il corpo,
questo [continuera a] muoversi uniformemente e in linea retta, a meno che non [sorgano| nuove cause ad impedirlo.

Nel secondo caso, poiché si suppone che sul corpo non agisca alcuna causa esterna diversa dalla causa motrice,
[non c’&] nulla [che possa provocare | un aumento o una diminuzione [ di quest’ultima), da cui seque che la sua
azione continuativa sara uniforme e costante, e che cost durante il tempo in cui essa agira, il corpo si muovera
uniformemente ed in linea retta. Ora, [poiché la causa motrice [ha agito] costantemente ed uniformemente per

un certo tempo, [a meno che non sorga qualcosa che possa/ opporsi alla sua azione, é chiaro che questa azione
deve rimanere continuamente la stessa, e produrre costantemente lo stesso effetto. Dunque, etc.

Dunque, in generale un corpo messo in movimento da una causa qualsiasi, persistera sempre [in moto] uniforme
ed in linea retta, fino a quando non agira su di esso qualche causa nuova.

La linea retta che un corpo descrive o tende a descrivere, & detta “la sua direzione”.

A questo punto, saltando a pié pari il resto del “Primo Capitolo”, riprendiamo la nostra traduzione (letterale)
dall’inizio del “Capitolo II” (a pag. 35 di [8]), fornendo soltanto il Teorema iniziale ed il primo dei suoi Corollari:

Del Movimento composto

Teorema

28. Due [forze] (puissances) qualsiasi agiscano insieme su un corpo [posto] nel punto A (fig. 1)'° per muoverlo,
lUuna da A a B uniformemente durante un certo tempo, Ualtra da A a C' uniformemente durante lo stesso tempo,
e si costruisca il parallelogramma ABDC'; dico che il corpo A percorrerd la diagonale’’ AD uniformemente, nello
stesso tempo in cui esso avrebbe percorso AB o AC.

Qui D’Alembert fornisce una dimostrazione di questo Teorema che, come negli altri casi, ¢ di tipo geometrico
(basata sulla fig. 1); va peraltro detto che le argomentazioni date da Newton (seguito poi da molti altri) in propo-
sito, sono molto piu limpide, pur essendo ancora di carattere geometrico. Qui sorvoleremo su tale dimostrazione,
dando direttamente il solo “Corollario I” (da pag. 38 di [8]):

Corollario 1

30. Se un corpo percorre o tende a percorrere una linea retta AC (fig. 2)*? con una velocita qualsiasi, e ovunque
si prenda un punto B su questa stessa retta AC, sul suo prolungamento o meno, la velocita'® AC potrd essere
considerata come composta dalla velocita AB e dalla velocita BC'. [Cio] perché AC puo essere considerata come
la diagonale di un parallelogramma, di cui AB, BC sono i lati. Dunque, etc.'*

108i tratta della fig. 9 contenuta nella prima delle cinque Tavole incise e ripiegate alla fine del volume, che qui riproduciamo
dall’originale.

11Come gia accennato, il contenuto di questo “Teorema” non & altro che la ben nota regola del parallelogramma per effettuare la
somma dei vettori, applicata al caso delle velocita.

128i tratta della fig. 10 contenuta nella prima delle cinque tavole incise f.t. a fine volume, nell’ediz. del 1796 [8].

13Qui lautore, sottintendendo che sta considerando un certo intervallo di tempo fissato At, pud identificare le velocita del corpo
con i tratti di linea da esso percorsi.

14Gi tratta in effetti di un caso particolare di somma di vettori, in cui questi sono paralleli (concordi o discordi che siano); & in ogni
caso sempre vero che: AC=(C - A)=(C—-B)+(B—A)=BC+ AB.



A questo punto, saltando gli ultimi paragrafi del Capitolo 11, passiamo direttamente ad esporre I'inizio del Capitolo
IIT (da pag. 44 nell’edizione [8]), che ha per titolo:

Del movimento distrutto [o comunque modificato a causa] di ostacoli

. N . aE .. .
34. Un corpo che si muove puod incontrare degli ostacoli*® che ne alterano o addirittura ne distruggono comple-
tamente il movimento; questi, o sono di per sé [insuperabili], o non [offrono] proprio alcuna resistenza se non
quella che serve per distruggere il movimento impresso al corpo.

Un ostacolo invincibile [vincolo insuperabile] puo essere tale da non permettere al corpo alcun movimento, come
quando un corpo tira un’asta diritta attaccata ad un punto fisso; oppure l'ostacolo puo essere di natura tale da
non impedire al corpo di muoversi in altra direzione che non sia quella che ha [il suo stesso moto], come quando
un corpo incontra [urta contro] un piano immobile.

35. Se lostacolo che il corpo [urta], [insuperabile] o meno, non fa che alterare e modificare il suo movimento senza
distruggerlo'®, come per esempio nel caso in cui un corpo avente una velocita a prima dell’urto, sia obbligato
ad avere [dopo 1'urto] una velocita b la cui [intensitd] e direzione siano differenti dalla [precedente], é evidente
che si puo considerare la velocita a che ha [inizialmente] il corpo quando [urta contro] ’ostacolo, come composta
dalla velocita b e da un’altra velocita ¢, e che non é che [quest’ultima] ad esser distrutta [nell’'urto a causa]
dell’ostacolo.

36. Da cio seque che un corpo [privo di “elasticitd”] che viene ad urtare perpendicolarmente un piano immobile
ed impenetrabile, deve arrestarsi dopo quest’urto e restare [in stato di] riposo. E poi evidente che se questo corpo
dopo lurto col piano ha [un certo] movimento, questo non puo che essere [diretto all’]indietro, e nella direzione
perpendicolare [al piano stessol; sia u la sua velocitd prima dell’urto, v la sua velocita in direzione opposta [dopo
aver urtato il piano|, che suppongo = mu, avendo espresso con m wun numero incognito qualsiasi; [alloral] si
avra (per gli art. 30'" ¢ 35) u=-m u+u+m u . Dunque u+ m u ¢ la velocita perduta dal corpo nell’urto
col piano'®. Ma non c’¢ alcuna ragione perché m sia un certo numero piuttosto che un altro. La sola condizione
con la quale si puo determinare la velocita [perduta] u + mu, é che essa deve essere distrutta dal ['urto col]
piano; [ma] poiché (per ipotesi) il piano é inamouvibile, non ¢’é alcuna ragione perché questo debba distruggere la
velocita u + mu piuttosto che un’altra velocita'® u +n u. Dunque il numero m non puo essere un certo numero
piuttosto che un altro, dunque sara zero. In effetti, se la velocita u + m u puo essere annientata nell’urto col
piano, come si suppone, a maggior ragione la velocita u potra essere distrutta dall’urto con questo stesso piano®®.
Dunque questa sara distrutta realmente: dunque mu, e di conseguenza v, sara = 0. Dunque, etc.

Corollario I

3721 Se si suppone che un corpo A (fig.3)** in moto lungo AB, urti il piano immobile ed impenetrabile BD,
sul quale sia costretto a muoversi [dopo 'urto], la sua velocita lungo BD stara alla sua velocita nella direzione
AB (owvero BC), come il seno del complementare®® dell’angolo CBD sta al seno totale. La velocita BC [si puo]
vedere come composta da due [velocita componenti], una delle quali ¢ BE ed é perpendicolare al piano BD, e

15Qui D’Alembert, per “ostacoli”, intende “vincoli”, in generale responsabili della riduzione del numero di gradi di liberta di un
sistema meccanico.

16Cjoe, non annullandone completamente la velocita, ovvero la quantitd di moto.

17L’art. 30 costituisce il “Corollario I” di cui abbiamo appena dato la traduzione.

180ggi avrebbe senz’altro pitl senso considerare la “variazione della quantitd di moto” del corpo, AQ = M (—mu) — Mu=Iegt,
dove M & la massa del corpo e Iezt & Pimpulso ricevuto nell’urto (da parte del piano immobile).

¥Con n un altro numero qualsiasi, distinto da m (n# m).

20Senza ovviamente togliere niente ai contenuti dell’Opera, tuttavia & difficile non rilevare la poca fluidita della prosa che caratterizza
il testo di D’Alembert, anche nell’originale in francese, che, lo ripetiamo, volutamente riproduciamo in una traduzione il piu letterale
possibile.

21Erroneamente numerato 38 in [8], a pag. 47.

228i tratta della fig. 12 nell’originale [8], ovvero della fig. 9 nell’ediz. del 1758, dalla quale questa volta abbiamo estratto la nostra

Fig. 3.
23Fino a tutto il XVIII secolo si preferiva esprimere il “coseno” di un angolo come seno del suo complementare. Si usava anche
utilizzare il cosiddetto “seno totale”, che perd ¢ semplicemente il sin90° = sinw/2 = 1. Quanto affermato qui dall’autore &

semplicemente il fatto che la velocita del corpo dopo 'urto si riduce alla sola componente della velocita iniziale che & tangente al
piano: BD = BC - cos(CBD), avendo di nuovo identificato le velocita con gli spazi percorsi (a paritd di tempi trascorsi).



Ualtra é BD e sta su questo stesso piano; [pertanto, poiché] la velocita BE [viene] distrutta [nell’urto col piano],
il corpo A [nello stato finale] non potra avere che la sola velocita BD, che stard a BC' [come] il seno dell’angolo

B/C’T), complementare di @, [sta] al seno totale®*.

Corollario I1

38. Si abbia un corpo [vincolato a] muoversi lungo piu piani AB, BC, CD, etc. (fig. 4 e 5)*°; si prolunghino AB
e BC indefinitamente in F e in E; [quindi] si descriva 'arco LM di un certo raggio arbitrario GL, e si prenda

LGM = CBF ; quindi, dopo aver [tracciato] la perpendicolare MK [(a GL)], si descriva un [nuovo] arco NK di

raggio GK, tale che l’angolo KGN [sia] = DCE, e si tracci la [nuova] perpendicolare NT [alla linea GK |, e cosi
di sequito; dico che se si prende GL per rappresentare la velocita [(iniziale) del corpo] lungo AB, [MK sara la
velocita lungo il piano BC|, GI esprimerd la velocita lungo CD, letc.]. Cio seque evidentemente dal corollario
precedente.

Prima di proseguire nella nostra traduzione, ¢ forse doveroso fare qualche piccola precisazione esplicativa su
quanto detto in questo Corollario II. E in effetti molto semplice verificare, per quanto detto in precedenza nel
Corollario I, che ad ogni “urto” con un nuovo piano sopravvive solo la componente tangenziale (a tale piano)
della velocita incidente, data per 'appunto dal prodotto di quest’ultima per il coseno dell’angolo che questa forma
col piano stesso; cosicché, per esempio, sempre facendo riferimento alle figg. 4 e 5, la velocita che caratterizza
il moto del corpo lungo il piano BC (e quindi dopo averlo “urtato” nel punto B con velocith AB = GL)
sara uguale a GL - COS(@?) = GM - cos(gB\F) = GK. A questo punto, con 'urto successivo del corpo
col piano C'D nel punto C, la velocita risultante (nella direzione C'D del piano stesso) sara data dal prodotto:
GK - cos(D/@) =GN - cos(@) = GI, ovvero: GL - cos(@) ~cos(D/C’E) , risultato che ci sara utile a breve
nella nostra dimostrazione relativa ad una variante di un notevole Teorema di D’Alembert. Ma proseguiamo
adesso con gli ultimi due corollari del Teorema precedente:

Corollario III

39. Dungque la somma delle velocita perdute da A fino a D ¢ uguale a LI, vale a dire la somma dei seni versi’®

degli angoli C’/B\F, ﬁ, etc., prendendo successivamente GL, GK , etc. per i seni totali®”.

In effetti, sempre considerando l’esempio precedente rappresentato nelle Figg. 4 e 5, si é visto che dopo il primo
urto col piano BC, il corpo, costretto a muoversi lungo tale piano, ha una velocita uguale a GK, avendone
persa la porzione KL = GL (1 — cos(C’/B\F)); a causa dell’urto successivo col piano CD il corpo sara costretto
a muoversi lungo tale piano, con velocita GI, avendone persa una nuova porzione KI = GK (1 — cos(D/@)),
e cost via, cosicché, dopo un certo numero di urti successivi con i piani AB, BC, CD, etc., la velocita persa in
totale sara data dalla somma KL+ IK + HI 4 ..., che come detto nel testo ¢ infatti uguale al prodotto della
velocita incidente iniziale GL (lungo AB) per la somma dei “seni versi” degli angoli che i piani stessi formano
tra loro.

Corollario IV

40. Quindi, prendendo GL per il seno totale comune a tutti i seni versi, la velocita perduta [complessivamente]
sara minore della somma di questi seni versi.

Questo perché, la velocita persa complessivamente negli urti é data dalla somma seguente:

24Di nuovo, con un linguaggio un po’ pitl attuale, cid equivale a dire che la velocita finale del corpo, dopo I’annientamento nell’urto

25Queste sono, rispettivamente le figg. 13 e 14 della Prima Tavola f.t. in [8].

26]] “seno verso” di un angolo «, non pitt molto utilizzato, & definito come 1 — cosa.

27Precisiamo che il “seno totale” pud identificarsi con I’ampiezza della stessa funzione trigonometrica, ovvero col suo valor massimo;
e.g., il “seno totale” di A sina ¢ semplicemente A.



KL+IK+HI+---= GL(lfcos(C’/BTV))JrGK(lfcos(D/C@))JrGI(lfcos(./.\.))+~~ <

(1)
<GL {(1 — cos(CBF)) + (1 — cos(DOE)) + (1 — cos(-)) + ... } .

Adesso nel testo seguono un Lemma ed il Teorema che qui piu ci interessa, relativi al moto di un corpo vincolato
su una superficie (concava) qualsiasi:

Del movimento di un corpo lungo una superficie curva

Lemma

41. Per una curva ABCDR [qualsiasi®®] (fig. 6)*°, dopo aver tracciato le [rette] tangenti AY , RY , si inscriva un

poligono ABCDR [per il quale] gli angoli esterni BAY, CBF, EC’\E, ete. siano uguali tra loro; dico che si puo
immaginare questo poligono [fatto] di un numero di lati cosi grande®®, che la somma dei seni versi degli angoli

@, @, DCE, RDS' etc. sia minore di una [qualsiasi] grandezza data.

Qui non riporteremo la dimostrazione geometrica di questo Lemma, (data a pag. 47 e 48 in [8]), ma osserviamo

che, come & facile verificare dalla fig. 6, la somma degli angoli ﬁ7 5B\F7 DCE, etc. & uguale all’angolo RYZ ,
[individuato] dalle tangenti alla curva RY e AY.

Teorema

42. Si abbia un corpo [in moto] lungo una linea retta X A (fig. 6) [diretto] contro la superficie curva AR, toccata
in A per’t XA, e sulla quale sia [quindi poi] costretto a muoversi; dico che [il corpo] da A ad R non perderd
alcuna parte della sua velocita.

E facile convincersi della validita di questo Teorema. Poiché si suppone che la velocita iniziale incidente sia
essenzialmente tangente alla curva nel punto di impatto A, la sua componente perpendicolare alla superficie
del vincolo, che come abbiamo detto ¢ 'unica che potrebbe essere distrutta nell’'urto, & praticamente nulla. Di
conseguenza, dopo il primo impatto il corpo continuera ad avere la medesima velocita iniziale, essenzialmente
tangente alla superficie. Potremmo pensare che a seguito di ogni tratto infinitesimo della curva che viene percorso,
avvenga un nuovo urto tra il corpo e la superficie stessa, nel quale tuttavia si continua a non avere alcuna variazione
della velocita, essendo ovunque nulla la sua componente perpendicolare al vincolo. Percio, durante I'intero tragitto
(da A ad R) ¢ come se ci fossero infiniti urti, a seguito dei quali tuttavia, il corpo continuera a muoversi di moto

.....

Esercizio

Come esercizio per i nostri studenti, mostriamo che quanto affermato da D’Alembert nel Teorema (42) & valido
anche nel caso, suggerito dalla stessa Fig. 6 (ma anche dalle argomentazioni date nel testo al punto 41, premessa
del Teorema), in cui si suppone che il corpo urti infinite volte con la superficie (e quindi praticamente in ogni
punto), incidendovi sempre col medesimo angolo (come infatti & stato supposto nel punto 41), ma ipotizzando
adesso che ad ogni impatto 'intensita della velocita venga ridotta sempre dello stesso fattore, pari al “seno verso”
dell’angolo di incidenza. Questo significa naturalmente che dopo ogni impatto I'intensita della velocita e uguale al
prodotto di quella precedente per il coseno dell’angolo che forma la stessa velocita con la tangente alla superficie
in quel punto, supposto essere sempre lo stesso. Se non fosse per il fatto che a seguito di ogni impatto il corpo non
si trova costretto a muoversi nella direzione tangente alla superficie, ma in un certo senso “rimbalza” (seppur con

28 ma concava.

29Questa ¢ la fig. 15 della Prima Tavola in [8].
30Cosi da renderlo identico alla curva stessa, quando questo numero di lati tende ad infinito.
31Si intende dire che la direzione incidente X A & essenzialmente tangente alla curva ABC'DR nel punto di contatto (“urto”) A.



velocita ridotta), il caso che stiamo analizzando in questo esercizio coinciderebbe con quello relativo allo stesso
Teorema di D’Alembert (42).

Questo esercizio, come ora vedremo, puo costituire un interessante esempio di applicazione del concetto di Limite.
Vediamo in dettaglio il problema, sempre facendo riferimento alla situazione rappresentata in fig. 6. Si immagini
che un un corpo incida nel punto A di una curva “smooth” concava qualsiasi, e sia o Pangolo (sufficientemente
piccolo) che la sua velocita iniziale uy (prima dell’ “urto”) forma con la curva. Per quanto visto in precedenza
(Corollario I), il corpo emerge dall’'urto con una velocita di modulo u; = ug cos @y ; dopodiché il corpo potra
urtare di nuovo contro la stessa curva, diciamo in un punto B, con as l’angolo che la sua velocita u; forma
con la tangente alla curva in tale punnto B; dopo questo nuovo urto si ritrovera ad avere una nuova velocita
Ug = U1 COS (g ; potra incontrare quindi nuovamente la curva in C, essendo questa volta ag 1’angolo che la sua
velocita us forma con la tangente alla curva nel suddetto punto C, emergendo con una velocita ug = us cos s,
e cosl via, fino a quando non si ritrovera ad avere una velocita che risulta essere fondamentalmente tangente alla
curva stessa (diciamo, nel punto R di uscita dalla curva), e che quindi, in assenza di ulteriori impatti, si manterra
costante, caratterizzando il successivo moto uniforme del corpo lungo la curva stessa. Da quanto detto, possiamo
percio affermare che dopo n urti successivi la velocita del corpo sara data da:

n
Up = Up_1 COS Ay = Up_9 COSQp_1 COSQ, = +++ = Ug COS Q] COS Q3 . ..COSQy, = Ug H CoSs (; . (2)
k=1

Sempre facendo riferimento al caso esaminato da D’Alembert nella premessa al suo Teorema e schematizzato
in fig. 6, detto a l’angolo RYZ formato dalle due rette tangenti nei punti (“iniziale”) A e (“finale” ) R
(rispettivamente, le rette AY e Y R), possiamo considerare il caso limite in cui il corpo urti successivamente
un numero infinito di volte con la superficie (il cui profilo & la curva stessa), incidendovi ogni volta con lo stesso
angolo. Si prendano quindi n urti successivi, per i quali questo angolo vale percido a, = a/n. L’eq.(2) ci permette

allora di esprimere la velocita “emergente” del corpo (in R) come:

o n
Uy = Uy COS" Oty = Ug (cos E) . (3)

La situazione in cui il corpo, incidendo sulla superficie in A con un angolo sufficientemente piccolo, di fatto resta
costantemente vincolato a muoversi lungo la curva (almeno fino al punto R “di uscita” dalla curva stessa), si
ottiene prendendo il limite per n — oo nell’eq.(3):

a\" «
Upin = u(R) = lim u, =wug lim (cos —) = ug exp lim n log (cos —) =
n—oo n—oo n n—oo n

2
« a
=ug exp lim n (cosf—l) =ug exp lim n (1——|—-~-—1> =ug lim efo‘z/Q":uO.
n—o00 n n— 00 2n2 n—o00

Un piccolo commento per gli studenti sul calcolo del limite contenuto nell’eq.(4): si tratta di una forma indeter-
minata di IIT specie (1°°). Come di consueto, questa pud essere ridotta a una forma, ancora indeterminata, ma
di IT specie (00 -0), esprimendo lim(f9) come exp{lim[g log(f)]}. Nell’ultimo step abbiamo infine sviluppato in
serie il coseno per angoli che tendono a zero (cosz ~ 1 —22/2+...).

1l risultato ottenuto nell’eq.(4) dimostra, come ci si sarebbe potuto aspettare, che anche nelle ipotesi adottate nel
nostro esercizio, di fatto molto simili a quelle dello stesso Teorema (42) del testo, si arriva alla stessa conclusione:
“un corpo vincolato a muoversi su una qualche curva (smooth), in assenza di altre forze esterne (per esempio, di
forze dissipative, come quella di attrito radente), non subisce alcuna variazione della sua velocita. Un risultato che
d’altra parte risulta essere chiaramente evidente nel contesto delle leggi newtoniane del moto. Infatti, poiché per



ipotesi la curva ¢ liscia e non esercita alcun attrito sul corpo, la corrispondente reazione vincolare ¢ costantemente
perpendicolare alla superficie e quindi anche alla velocita, e di conseguenza nessun lavoro potra essere compiuto
sul corpo. Dal Teorema dell’Energia Cinetica (detto anche “delle Forze Vive”) ne consegue quindi che la velocita
rimarra invariata, come enunciato dallo stesso Teorema (42).

Terminiamo qui, a conclusione di questo esercizio la nostra breve “nota” relativa al Traité de Dynamique , con
I'auspicio che quanto qui riportato possa incuriosire qualche studente, facendo nascere la volonta di approfondire
alcuni degli argomenti esposti nel Trattato stesso, il cui principale risultato €, come noto, il cosiddetto “Principio
di D’Alembert”, che viene presentato all’inizio della Seconda Parte (a pag. 72 in [8]), e per il quale raccomandiamo
al nostri studenti la lettura dei due lavori del Fraser [3].
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