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In these Notes we discuss, mostly from a pedagogical
point of view, some aspects of Thermology and Ther-
modynamics, with the aim of giving an additional sup-
port to the students. Furthermore, in the last section
we include a selection of problems with solution.

1 Introduzione. Temperatura e Calore

I concetti di temperatura e calore sono piuttosto fa-
miliari. Ne abbiamo esperienza ogni giorno. In
qualche modo li associamo alla sensazione di caldo
e freddo. Ma spesso vengono anche confusi tra
loro. Vediamo di chiarirne il significato, partendo
dall’affermazione che il calore & un’energia, ma
un’energia che non & assegnabile ad un corpo o ad
un sistema, come lo sono invece altre forme di ener-
gia, come quella meccanica (sotto forma di energia
cinetica o potenziale); il calore ¢ piuttosto una vari-
azione di energia, ¢ cioe ’energia “scambiata” tra due
corpi aventi una diversa temperatura. Possiamo al-
lora dire che si osserva un certo passaggio di energia,
sotto forma di calore, da un corpo A ad un corpo B,
se la temperatura del primo ¢ maggiore di quella che
caratterizza il secondo. In tal senso, possiamo definire
la temperatura di un corpo come quella grandezza
fisica che ne descrive lo Stato Termico, indicandoci,
per esempio, se e in che direzione viene trasferita
dell’energia da tale corpo quando questo viene messo
a contatto con un altro. L’esperienza di tutti i giorni
ci insegna che i corpi piu caldi cedono calore a quelli
piu freddi:
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Ta>Tp; = Q(A— B), (1)

e che se non assistiamo ad alcun trasferimento di en-
ergia (calore) significa che i due corpi messi a contatto
hanno la stessa temperatura. In tal caso diciamo che
i due corpi sono “in equilibrio termico” tra loro. Ne
segue anche il cosiddetto “Principio Zero della Ter-
modinamica”: Se un corpo A é in equilibrio termico
con un corpo B, e se questo ¢ in equilibrio termico
con un terzo corpo C, allora anche A sara in equi-
librio con C' (una sorta di proprieta transitiva). Se si
¢ capito che il calore non ¢ che una forma di energia
trasmessa da un corpo ad un altro, resta da chiarire
il significato della grandezza che descrive lo stato ter-
mico, la temperatura. Come € noto dai corsi elemen-
tari di Fisica, questa e una grandezza fondamentale, la
cui unita di misura nel S.I. ¢ il Kelvin (K). Nella vita
di tutti i giorni, tuttavia, siamo abituati ad usare una
diversa unita di misura, il “grado Celsius” (o “centi-
grado”), (°C). Questo & stato definito come la centes-
ima parte della differenza tra la temperatura di vapor-
izzazione dell’acqua (per convenzione definita 100 °C)
e quella di fusione del ghiaccio (definita quindi 0°C),
alla pressione atmosferica!. Ma cosa rappresenta,
davvero, la temperatura di un corpo 7 Qual’e il suo
significato microscopico 7 La Teoria Cinetica, come
vedremo nel §4.2, ci fornisce questa informazione: “La
temperatura di un corpo quantifica l'energia cinetica
media che caratterizza l’agitazione termica delle par-
ticelle (atomi o molecole) che costituiscono il corpo
stesso”. Questo implica che esistera un limite infe-
riore delle temperature, corrispondente all’assenza di
movimento?; tale temperatura, alla quale ci possiamo
solo avvicinare, ¢ detta “Zero Assoluto”, a cui viene
assegnato il valore di 0 K (zero Kelvin), e risulta es-
sere uguale a circa —273.15°C. Da ci0 ne consegue
la relazione attraverso la quale & possibile passare dai

LPit recentemente, tuttavia, si & preso come riferimento
la temperatura che caratterizza il cosiddetto Punto Triplo
dell’acqua.

2 Anche se in effetti la Fisica Quantistica, attraverso il ben
noto Principio di Indeterminazione di Heisenberg, impedisce
che si possa raggiungere esattamente uno stato caratterizzato
dalla mancanza di agitazione termical



°C al K:

T(K) =T(°C) + 273.15,

per cui, per esempio, ad una temperatura di 20°C'
corrispondono 293.15 K, e cosi via.

2 Le Leggi fondamentali della Ter-
mologia

Le leggi fondamentali della termologia sono due. La
prima descrive il calore scambiato da un corpo che
subisce una variazione di temperatura AT (in questo
caso parliamo di “calore wivo”), ed ¢ dato dalla
seguente formula:

Q=CAT, (2)

dove C' & una costante detta “capacita termica” del
corpo. Nel caso in cui il corpo in questione sia omoge-
neo e fatto da un unico materiale, C' & proporzionale
alla sua massa m:

C=csm,

dove la costante cg & detto “calore specifico” del ma-
teriale in questione?; per esempio, il calore specifico
dell’acqua risulta essere c,(f,0) =~ 4186 J/kgK ; tale
quantita viene definita 1kcal (chilocaloria). La ca-
pacita termica e una grandezza estensiva, per cui, se
un corpo di massa m e costituito da piu materiali,
avremo:

C= i Cs(i) Mi
=1

essendo cg(;) e m; il calore specifico e la massa del
componente i—esimo contenuto nel corpo. In forma
differenziale, ovvero per una variazione infinitesima
dT della temperatura del corpo, 1’eq.(2) si scrive:

5Q = CdT. (3)

3In realtd, cs non & esattamente costante per intervalli di
temperatura piuttosto ampi; noi tuttavia, qui ignoreremo tali
variazioni.

La seconda legge della Termologia descrive invece il
calore scambiato durante i Passaggi di Stato, caratter-
izzati, come gia detto, da una temperatura costante.
In questo caso, il calore scambiato (assorbito o ce-
duto), detto “calore latente”, & semplicemente pro-
porzionale alla massa m che ha subito il passaggio di
stato:

Q=2Am; (4)

in questa formula A indica il calore latente specifico,
cioe il calore necessario per causare tale passaggio di
stato in una quantitd di massa unitaria di sostanza;
per esempio, il calore latente specifico che caratterizza
la fusione del ghiaccio (che avviene alla temperatura
di 0°C ~ 273 K) & Apus =~ 83 kcal/kyg.

2.1 Equilibrio Termico

Per determinare la temperatura di equilibrio di un
sistema ottenuto mescolando una certa quantita m 4
di una sostanza A (di calore specifico c,(4)) inizial-
mente ad una temperatura T4, con un’altra sostanza
B di massa mp a temperatura Tp (e calore specifico
cs(By), ¢ sufficiente impostare il cosiddetto bilancio
energetico, uguagliando il calore ceduto dal corpo piu
caldo al calore assorbito da quello piu freddo. Sup-
ponendo per esempio che sia T4y > Tp, potremmo
scrivere:

chd. A = Cs(a)TA (TA - Teq) = Qass. B —
(5)

= CS(B) mp (Teq - TB) ;

da cui si ottiene la seguente formula per la temper-
atura di equlibrio T¢,:

csaymaTa+cypympTp
Ty =

(6)

Cs(A) MA + Cs(B)MB

generalizzable al caso in cui il sistema sia costituito
da pit componenti:

i Coi My 1
Teq — Zlc ) m . (7)
> i Csi My



2.2 Esempio

Vediamo un semplice esempio concreto. Supponiamo
di immergere in un calorimetro® di capacita termica
Cear = 0.1kcal/°C, contenente inizialmente 200 g di
acqua alla temperatura ambiente 77 = 20°C, un
cubetto di ghiaccio di massa mg, = 50g gia alla
temperatura di fusione di 0°C. Si chiede di deter-
minare la temperatura di equlibrio che si raggiungera
all’interno del calorimetro.

Preliminarmente dobbiamo calcolarci la quantita di
calore necessario per fondere il ghiaccio; dall’eq.(4) si
trova:

Qnec = Afus Mgn = 83 kcal/kg - 0.05 kg = 4.15 kcal .
(8)

Il calore “disponibile”, cioe la massima quantita
di calore cedibile da parte del sistema acqua +
calorimetro, corrisponde alla massima variazione pos-
sibile della sua temperatura, in questo caso di 20°C',
ed & quindi data, in accordo con l'eq.(2), da:

Qdisp = (Ccal + CS(HQO) mHgO) (Tl - Tfus) =
= (0.1kcal/°C + 1 keal/kg°C - 0.2 kg) (20 — 0)°C =

=6 kcal .
(9)

Poiché Qgisp. > @Qnec. , il ghiaccio riesce a fondere
completamente e la temperatura di equilibrio sara
maggiore della temperatura di fusione: T,, > 0°C'.
Per la sua determinazione dobbiamo impostare il
seguente bilancio energetico:

Qced = (Ceal + Cs(H,0) MH,0) (Tt — Teg) =

= Qass = Qnec + Cs(H,0) Mgh (Teq - Tfus) ’
(10)

ovvero, inserendo i dati numerici:

4Un calorimetro & essenzialmente un recipente caratteriz-
zato da una certa capacitd termica nota (o comunque deter-
minabile empiricamente) all’interno del quale possono avvenire
gli scambi termici desiderati, ma impermeabile al calore con
I’ambiente esterno.

(0.1kcal/°C + 1kcal/kg°C - 0.2kg)(20 — Teq) °C =

=4.15 keal + 1kcal/kg°C - 0.05kg - Ty ;
(11)

questa € una semplice equazione algebrica di primo
grado, la cui soluzione porta al risultato cercato:

6 —4.15
Te = —eeee OC:
e (0304005)
1.85Y ,
(035> ¢

3 Trasmissione del calore: conduzione,
convezione ed irraggiamento

~ 53°C.

Nelle leggi della Termologia discusse nella sezione
precedente, si sono tacitamente considerate quantita
di calore “integrali” scambiate tra corpi, cioe senza
considerare i tempi. E tuttavia esperienza comune
il fatto che, anche se una porta di legno e la sua
maniglia (metallica) hanno la medesima temperatura,
per esempio piu bassa della nostra temperatura cor-
porea (c.ca 37°C'), la maniglia metallica ci sembri pit
fredda. 11 motivo sta nel fatto che i materiali metallici
conducono meglio il calore, nel senso che trasmettono
una maggior quantita di energia nell’unita di tempo
rispetto ad altri materiali, per esempio il legno. In
questa sezione considereremo quindi le modalita con
cui puo venire trasmesso il calore. Queste sono essen-
zialmente tre:

e Conduzione: si parla di calore trasmesso per con-
duzione quando c’¢ un contatto tra corpi aventi
differenti temperature; il raffreddamento della
mano a causa del contatto con una maniglia
fredda ¢ di questo tipo.

e convezione: in questo caso il calore viene
trasmesso attraverso il flusso (movimento) di ma-
teria; ¢ di questo tipo, per esempio, il raffred-
damento della minestra contenuta in un piatto,
ottenuto soffiando (aria) parallelamente alla su-
perficie stessa, oppure il benessere che ci da la
vicinanza di un ventilatore in estate.

e irraggiamento: in questo caso I'energia (il calore)
viene trasportata da onde elettromagnetiche, cos-
tituite da fotoni che viaggiano alla velocita della



luce; il calore raccolto (e poi trasformato in ener-
gia utilizzabile) da un pannello solare ¢ di questo
tipo.

Vediamo pit in dettaglio le leggi che descrivono queste
diverse modalita di trasmissione del calore.

3.1 Conduzione Termica

La legge che descrive la conduzione termica & detta
Legge di Fourier. Secondo questa legge, il flusso ter-
mico (cioe la quantita di calore trasmesso per unita di
tempo) Q= % scambiato da un elemento di super-
ficie dA e spessore ds di un certo materiale, & dato

da:

dar

)= KdA
Q ds

(13)

essendo dT la differenza di temperatura agli estremi
di tale elemento; la costante di proporzionalita K,
detta costante di conducibilita termica, dipende dal
materiale. Per esempio, una parete di superficie A e
spessore s, ai cui estremi ci siano le temperature T
e Ty, trasmette nell’'unita di tempo una quantita di
calore data da:

Ty — Ty

Q=KA (14)

Questa formula puo essere generalizzata al caso in
cui la parete sia multistrato, ovvero sia costituita da
pit materiali, ciascuno caratterizzato da una certa
costante di conducibilita termica K; e da uno spes-
sore s;; e relativamente semplice dimostrare che in
questo caso si ha:

Q:A|T17_SZT2| (15)
%

3.2 Esercizio

Le pareti esterne di una casa, fatte solo di cemento
(conducibilita termica K = 2-10~* kcal /mK s), hanno
una superficie complessiva di 40m? ed uno spessore
di 20 cm. Se la temperatura esterna ¢ —5°C' e quella
interna e di 20°C, si calcoli:

1. la quantita di calore che viene disperso attraverso
le pareti verso I'esterno in 24 ore;

2. il volume di olio combustibile che ¢ necessario
bruciare per compensare questa perdita di calore
e poter quindi mantenere la temperatura di 20 °C'
all’interno, sapendo che la densita di tale olio &
Polio = 900 kg/m3 e che la sua combustione pro-
duce® Hgjio = 12 - 103 kcal per ogni kg.

Svolgimento:

1. II calore disperso all’esterno per conduzione at-
traverso le pareti della casa in un tempo 7 =
24 h puo essere ottenuto applicando la Legge di
Fourier in forma finita (eq.(14)):

Tint — Tt
~KTA int exrt —
Q TA———

—4 keca 20—(-5)]°C
= 21074 Eeal (943600 5) 40 m? F=GRIC

~ 86400 kcal .
(16)

2. La quantita di olio combustibile da bruciare per
mantenere costante la temperatura all’interno
della casa e pertanto data dal seguente rapporto:

Q 86400 kcal
Hyio  12-103 keal /kg

~72kg, (17)

m =
ed il volume richiesto ¢ quindi:

m 72kg

= = ~8.103m?=8L.
Polio 900 kg/m?) "

(18)

3.3 Esercizio (Sulla formazione di uno
strato di ghiaccio)

Determinare il tempo necessario alla formazione di
uno strato di ghiaccio di spessore s = lc¢m in un
laghetto se la temperatura dell’acqua e T,, = 0°C,
mentre quella dell’aria e scesa repentinamente a T, =
—5°C. Sono noti la conducibilita termica del ghiac-
cio, Kgp = 0.6 W/mI , il calore latente di fusione del
ghiaccio (ovvero, di congelamento dell’acqual), A =
334.J/g, e la densita del ghiaccio, pyn, = 1g/cm?.

5Questa quantitd & detta “contenuto entalpico del com-
bustibile”.



Svolgimento:

Il calore ceduto nell’unita di tempo dall’acqua del
laghetto (a T,q = 0°C) e trasmesso all’aria esterna
(a T, = —5°C) per conduzione dallo strato di ghi-
accio, di spessore (variabile) z, & dato dalla legge di
Fourier (14):

dQ K, AAT
Wy HBgh ANl 1
dt x ’ (19)

dove A ¢ la superficie del laghetto (dato irrilevante)
e AT =1T,, — T, ¢ la differenza di temperatura agli
estremi dello strato di ghiaccio in formazione. Questo
calore serve per “congelare” una quantita di ghiac-
cio addizionale pari a dmygy, = pgn dV = pgn Adzx,
ovvero, nell’unita di tempo,

aQ dmgn dx
A T

(20)
Uguagliando i due “flussi termici” (19) e (20), si ot-
tiene pertanto la seguente (banale) equazione differen-
ziale a variabili separabili:

dx K, h AT
)\ b 9 .
Pgh dt - ;

da questa, integrando, si ha:

s K, AT [T
/ v dp =~ =0 / dt, (21)
0 A Pgh 0

ovvero:

1, KuATT
— s = .
2 Apgh

esplicitando 7, si ottiene quindi, in definitiva, il
tempo cercato:

A pgn 82

=_2P9"°  ~ 93 min = 1" 33 22
T 2 Kyn AT min , (22)

dove, alla fine, si sono utilizzati i dati numerici forniti
nel testo.

3.4 Convezione Termica

Si ha convezione termica quando la trasmissione del
calore ¢ dovuta agli scambi energetici di un fluido in
moto, sia liquido che gassoso. In altre parole, mentre
la conduzione presuppone semplicemente un contatto
tra vari corpi a temperature diverse tra loro, senza
alcuno spostamento della materia, nel caso della con-
vezione il calore viene invece trasportato dalla ma-
teria in moto nello spazio. In particolare, si parla di
convezione naturale quando questo moto ¢ dovuto alla
differenza di densita causata da una differenza di tem-
peratura; per esempio, in estate si puo creare un moto
convettivo dell’aria quando, essendo I’aria calda vic-
ina al suolo piu leggera (cio¢ meno densa), quella piu
fredda che sta in alto scende per gravita, assorbendo
quindi a sua volta calore dal terreno che ne provoca
il riscaldamento; la continuita del processo produce
i ben noti moti convettivi ascensionali di aria calda
e discensionali di aria piu fredda. Nel caso invece in
cui il moto del fluido & causato da mezzi meccanici,
come una pompa di calore o un ventilatore, si parla
di convezione forzata.

I modelli matematici che descrivono il fenomeno della
convezione sono piuttosto complessi, per cui spesso
dobbiamo accontentarci di leggi empiriche. Un ap-
proccio semplificato puo essere il seguente. Conside-
riamo un fluido (e.g., aria) a contatto con una superfi-
cie A (per esempio una parete piana) avente una tem-
peratura diversa da quella che caratterizza la massa di
fluido. Anche se il fluido & globalmente in movimento,
¢ plausibile supporre che il sottile strato pili vicino
alla parete sia essenzialmente fermo. Naturalmente
lo spessore di questo strato dipende dal tipo di moto
del fluido stesso, e sara tanto piu sottile quanto piu
caotico e turbolento ¢ tale moto. In ogni caso, questo
sottile strato di fluido scambiera calore per conduzione
con la parete con la quale ¢ a contatto, e per con-
vezione col resto del fluido circostante. Possiamo al-
lora definire un conseguente coefficiente di convezione
h, determinabile empiricamente, che tiene conto di
entrambi i processi, sia della conduzione termica dello
strato di fluido con la parete che dei fenomeni convet-
tivi interni al fluido stesso, di modo che si possa es-
primere il flusso termico (i.e., il calore trasferito per
convezione nell’unita di tempo) come:

Q=hAAT, (23)

dove AT ¢ la differenza di temperatura tra la super-
ficie della parete e la massa del fluido.



Sperimentalmente si osserva che il coefficiente di con-
vezione h dipende da molteplici fattori, come la forma
e orientamento della parete, la natura del fluido (lig-
uido o gassoso) con cui questa € a contatto, nonché la
velocita media che ne caratterizza il movimento nello
spazio; per esempio, ci aspettiamo un valore maggiore
di h per laria esterna (ove & una maggior ventilazione)
che per aria interna ad una stanza (dove le velocita
sono sicuramente ridotte); valori tipici sono in effetti
i seguenti: h(aria interna) ~ 8W/m? K, e h(aria
esterna) ~ 23W/m? K .

A questo punto possiamo chiederci se ¢ possibile cor-
reggere la Legge di Fourier della conduzione attraverso
una parete (eq.(14) e (15)) per tener conto degli ef-
fetti convettivi, sia nell’aria esterna che in quella in-
terna. Consideriamo quindi una parete di area A
e spessore s, caratterizzata da una costante (glob-
ale) di conducibilita termica K, e siano 77 e Ty le
temperature delle sue due superfici, interna ed es-
terna, rispettivamente. Siano quindi Tj,; e Tegt
le temperature dell’aria interna ed esterna, ove i co-
effecienti di convezione sono rispettivamente h;,; e
hezt - Senza perdita di generalita possiamo supporre
che il calore fluisca verso l’esterno, ovvero che sia
Tine > Ty > Ty > Teye . In una situazione di equlib-
rio, per continuita, la quantita di calore trasmessa
nell’'unita di tempo per convezione dall’aria interna
alla superficie interna della parete deve essere uguale
sia a quella trasmessa per conduzione dalla superficie
interna a quella esterna della parete, che a quella in-
fine trasmessa per convezione dalla superficie esterna
della parete all’aria esterna. Utilizzando quindi le
eq.(14) e (23) possiamo scrivere che:

T -1

Q = hintA (Tint_Tl) =KA S

(24)

Eliminando da queste equazioni le temperature super-
ficiali della parete (T} e T3), si arriva, attraverso un
certo numero di passaggi algebrici, al seguente risul-
tato:

(25)

ovvero, nella situazione piu generale in cui la parete
sia costituita da un multistrato:

= heactA (T2_Tezt)-

(26)

Vediamone un esempio di applicazione:
3.5 Esempio

Si vuole determinare il flusso termico specifico (cioe
il calore trasmesso nell'unita di tempo per unita
di superficie) @ (= Q/A) uscente dalle pareti es-
terne di un edifico, costituite da uno strato di mu-
ratura in arenaria (K, = 1.45W/m K ) dello spes-
sore S,, = 30cm, ricoperto su entrambe le facce
da uno strato di intonaco (K; = 1.2W/m K ) dello
spessore s; = 2.5cm. La temperatura dell’aria
allinterno dell’edificio sia Tj,; = 19°C, mentre
quella all’esterno sia Te,y = 4°C'. Si assumano in-
fine i seguenti valori per i rispettivi coefficienti di con-
vezione: hips = 10W/m? K e heg = 20W/m? K .

La cosiddetta “trasmittanza” T ¢ il reciproco del de-
nominatore nell’eq.(26) e nel nostro caso risulta es-
sere:

po (L 25 w1 -
B hvm‘ Kz Km, heact -

_|_7

1, 2.2.5.1072 03 1 -t
10 1.2 1.45 20

1

2.5 W/m?2°C,
(27)

per cui, in definitiva il flusso specifico cercato é:

Q =T (Tynt—Towt) =~ 2.5-(19—4) W/m? ~ 37.6 W/m?.
(28)

3.6 Irraggiamento

La terza modalita con cui puo venire trasmesso il
calore e per irraggiamento, ed ¢ dovuta all’energia
trasportata dalle onde elettromagnetiche. Ogni corpo,
a qualsiasi temperatura, emette su tutte le frequenze
radiazioni di questo tipo, secondo una tipica dis-
tribuzione a campana (asimmetrica). Le leggi che de-
scrivono questa radiazione termica furono ottenute,
per lo piu per via empirica, nel XIX secolo, ma



trovarono una efficace spiegazione solo nel contesto
della fisica quantistica® all’inizio del XX secolo.

Cominciamo col dare alcune definizioni. Viene detto
Potere Emissivo E(v,T,€) di un corpo (a tem-
peratura T) la quantitd di energia da esso irrag-
giata nell’'unita di tempo e per unita di superficie
nell’intervallo di frequenze compreso tra v e v +
dv , mentre viene detto Potere Assorbente A(v,T, &)
I’analoga quantita di energia assorbita. Entrambe
risultano dipendenti, oltre che dalla temperatura T
e la frequenza v, anche da un insieme di caratteris-
tiche del corpo stesso, qui genericamente rappresen-
tate dalla variabile . Kirchhoff dimostro che, tut-
tavia, il rapporto tra £ e A & una funzione univer-
sale, indipendente dalla natura del corpo considerato
(e quindi da ¢£); in formula questa legge, detta infatti
di Kirchhoff, puo quindi essere scritta come:

EWwT,¢)

AW T.6) fw,T). (29)

Viene detto “Corpo Nero” un qualsiasi corpo (sis-
tema) capace di assorbire tutta la radiazione inci-
dente su di esso. Una buona approssimazione di
corpo nero puo essere ottenuta, per esempio, da una
cavita, nella quale 'apertura e piccola rispetto allo
spazio racchiuso all’interno; il motivo ¢ che la ra-
diazione incidente, un volta entrata all’interno della
cavita, viene ripetutamente riflessa dalle pareti, e dif-
ficilmente ne ritrova 'uscita. Con un’opportuna nor-
malizzazione possiamo in tal caso porre A = 1, per
cui, dalla legge di Kirchhoff (29) vediamo che per i
corpi neri ¢ lo stesso Potere Emissivo £(v,T,&) ad
essere una funzione universale f(v,T). E proprio
questa funzione ad avere, al variare della frequenza v,
I’andamento a campana asimmetrica, il cui massimo
fornisce indicazioni della frequenza alla quale si ha la
maggior emissione di energia irraggiata da parte del
corpo (considerato, in prima approssimazione, come
un corpo nero). La lunghezza d’onda A, (= ¢/vp,)
a cui corrisponde questo massimo, risulta essere in-
versamente proporzionale alla temperatura T sec-
ondo la cosiddetta “Legge di Spostamento di Stefan-
Boltzmann”:

Am T = costante (=~ 0.2898 K c¢m ). (30)

6Vedasi, per esempio, la breve trattazione data in “Comple-
menti di Elettromagnetismo ed elementi di Fisica Quantistica”
(S. Ranfone; 2014).

Anche questa legge, dedotta dapprima empirica-
mente, trova una spiegazione quantitativa nell’ambito
della fisica quantistica. La potenza totale irraggiata
(sempre per unita di superficie) si ottiene integrando
su tutte le frequenze. Il risultato costituisce la “Legge
di Wien-Boltzmann”, secondo cui tale potenza W (=
dE/dAdt) risulta essere proporzionale alla quarta
potenza della temperatura (assoluta, in K):

dE

TR T, (31)
dove o ~ 5.67-10"8 W/m?K* ¢&la costante di Stefan-
Boltzmann, ed il parametro adimensionale e (0 < e <
1), detto “emissivitd” 7, & uguale alla frazione di ener-
gia effettivamente irraggiata rispetto a quella emessa
da un corpo nero alla stessa temperatura.

3.7 Esercizio

Si vuole utilizzare un “pannello solare” (di efficienza
n = 40 %) di superficie A = 10m? per riscaldare 50 L
di acqua di uno scaldabagno, da 20°C' a 40°C'. Si as-
suma per semplicita che i raggi solari incidano perpen-
dicolarmente sul pannello. Si determini il (minimo)
tempo di esposizione solare del pannello per ottenere
il desiderato riscaldamento dell’acqua. Sono noti an-
che i seguenti dati: raggio del Sole R. = 7-10°km,
distanza Terra-Sole dpg = 1.5 - 10% km , temperatura
superficiale del Sole T, = 6000 K, calore specifico
dell’acqua ¢, = 4186 J/kg K .

Svolgimento:

In accordo con la Legge di Wien-Boltzmann (31), la
potenza irraggiata dal Sole (in tutte le direzioni) &
data da:

P, =edn R, 0TS, (32)

essendo Sg = 47R2 la superficie emittente del Sole.
La potenza che arriva per unita di superficie ad una
distanza pari a drg € pertanto:

Po
drdig’

(33)

da cui si ottiene quella realmente assorbita dal pan-
nello e trasformata in flusso di calore fornito allo
scaldabagno:

"Per un corpo nero ideale e = 1, mentre per qualunque
oggetto reale 0 < e < 1 (corpo grigio).
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An=ea AnT} <dTi) . (39

Il tempo 7 richiesto si ottiene dividendo ’energia nec-
essaria per riscaldare 'acqua (in accordo con l'eq.(2)):

Q = c,my AT, (35)

per la potenza (34):

Q Caq Mg ATa dTS 2 >
T = = o
dFEscqiq/dt eaAnTé R -
N 4186 7% -50kg - 20 K (150>2
~ 5.67-1078 4 - 10m?2 - 0.4- 6000* K+ \ 0.7
~ 6545 ~ 11 min.,
(36)

dove si € tenuto conto che I'emissivita del Sole e e < 1.

3.8 Esercizio [Fisica Generale 1 per Ing.
Mecc., Univ. Pisa; (13/1/2014)]

Una goccia d’acqua sferica, di massa m = 1g, si trova
nello spazio interstellare, lontanissima da qualunque
fonte di calore. Nell’acqua ¢ disciolta una piccola
(di massa trascurabile) quantita di inchiostro nero, di
modo che 'emissivita e della goccia sia uguale a 1. In-
izialmente la goccia ha una temperatura T = 350 K.
Assumendo che la temperatura della goccia rimanga
sempre uniforme, si calcoli in quanto tempo essa si
ghiaccia completamente.

Svolgimento:

La goccia d’acqua, inizialmente alla temperatura
To = 350K (~ 77°C), irraggiando continuamente
energia nello spazio, dapprima si raffredda fino a
raggiungere la temperatura T, = 273K (~ 0°C),
dopodiché congela.

In accordo con la Legge di Wien-Boltzmann (31), la
potenza irraggiata dalla goccia ad una generica tem-
peratura T e data da:

Piyr =ea AT*. (37)

Per determinare la superficie A(= 47r?) della goccia,
osserviamo che il suo raggio r puo puo essere ottenuto
dalla sua massa m e dalla densita dell’acqua p come
segue:

Per la fase di raffreddamento da Ty a T, dobbiamo
quindi uguagliare la potenza irraggiata (37) alla quan-
tita di calore (vivo) perso nell’unita di tempo in con-
seguenza della corrispondente diminuzione della tem-
peratura:

0Q dT
E:Caqu:—PiTT:—BO'ATéL. (39)
Dall’integrazione di questa semplice equazione dif-
ferenziale a variabili separabili:

/T* AT ec A [

Ty T Caqg™ Jo ’

si ottiene quindi il tempo necessario al progressivo raf-
freddamento della goccia, dalla temperatura iniziale
Ty a quella di congelamento T:

Caqg s/mp? [ 1 1
ty = 4 — = — =) 40
3eo \ 367 (Tf T§>> (40)

A questo punto la goccia, continuando ad irraggiare
(ma a temperatura costante T), si congela (in un
tempo ). Uguagliando I’energia necessaria per il pas-
saggio di stato a quella irraggiata (nello stesso tempo

t), possiamo scrivere:

Agm =ec AT, (41)

dove )\, eil calore latente di congelamento dell’acqua.
Da questa formula si ottiene pertanto:

(42)

Il tempo totale richiesto € evidentemente la somma di
t. (eq.(40)) e t (eq.(42)):
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Sostituendo i seguenti dati numerici: e = 1, 0 =
5.67-107 8 W/m2K*, m=1g, p=103kg/m3, coqg =
4186 J/kgK , Ay =83-4186 J/kg, T\, =273 K, Ty =
350 K , si ottiene in definitiva:

ttot ~3500s ~ 1h.

4 Termodinamica

Come e noto, un “Sistema Meccanico” costituito
da N particelle in moto nello spazio ha 6N gradi
di liberta, nel senso che ¢ completamente determi-
nato dalla conoscenza ad ogni istante delle 3N co-
ordinate spaziali delle particelle ( (x;,yi,2:),Vi =
1,2,...,N)edalle 3N componenti delle loro velocita
( (4,94, 21),Vi = 1,2,...,N). L’insieme di queste
informazioni costituisce il cosiddetto “Stato (mecca-
nico) del Sistema”, e puo essere visto come un punto in
uno spazio astratto 6/N-dimensionale, detto “Spazio
delle Fasi”.

Evidentemente, la conoscenza dello stato meccanico
di un sistema costituito da molte particelle (N > 1),
come nel caso di una certa quantita di gas racchiuso
in un recipiente, € praticamente impossibile. Dob-
biamo invece accontentarci della conoscenza di al-
cune, poche, informazioni, associabili ad altrettante
grandezze fisiche macroscopiche, che caratterizzano
il comportamento medio, dal punto di vista statis-
tico, del sistema, ovvero delle particelle che lo cos-
tituiscono. Per esempio, per lo spazio da esse oc-
cupato possiamo utilizzare il volume V del sistema.
La pressione P fornisce invece informazioni sugli ef-
fetti degli urti (elastici) che hanno le particelle con le
pareti del recipiente. Infine, la temperatura T for-
nisce indicazioni sull’energia cinetica media che carat-
terizza 'agitazione termica delle stesse particelle. Lo
stato di un sistema descritto (solo) attraverso queste
variabili (P, V, T') & detto “Stato Termodinamico”,
e presuppone quindi che il sistema, macroscopica-
mente, abbia caratteristiche omogenee. Possiamo al-
lora associare un certo stato, per esempio denominato
dalla lettera A, ad un punto di uno spazio tridimen-
sionale (astratto) di coordinate (P4, Va, Ta). Sono
dette “trasformazioni termodinamiche” tutti quei pro-
cessi che portano il sistema a variare il suo stato,

per esempio dallo stato A allo stato B, caratteriz-
zato da nuovi valori delle variabili termodinamiche,
Pp, Vg, T . Se la trasformazione e sufficientemente
lenta da poter assegnare al sistema uno stato (di
equilibrio) ad ogni istante, diremo che essa ¢ “re-
versibile”® (o “quasi statica”), altrimenti viene detta
“irreversibile”. Per lo piu, qui ci limiteremo a consid-
erare solo le prime.

In generale, per un determinato sistema, le vari-
abili P, V, T, non sono tutte indipendenti, essendo
soggete ad una relazione funzionale, detta “Equazione
di Stato”, del tipo:

F(P,V, T)=0. (44)

Cio ci permette di rappresentare gli stati di un sis-
tema, per esempio un gas, pit semplicemente da un
punto nel piano (P, V).

4.1 I gas perfetti

Anche se la Termodinamica studia gli scambi termici
e le trasformazioni subite da tutti i tipi di fluidi, in-
clusi liquidi e gas reali, qui ci limiteremo, per sem-
plicita, a considerare solo i cosiddetti “gas perfetti”
(o ideali). Questi sono essenzialmente gas nei quali
si possono trascurare sia gli effetti delle interazioni
(urti) tra le molecole che il volume da esse occupato
(detto covolume). In pratica, quasi tutti i gas, a pres-
sioni non troppo elevate e a temperature non troppo
basse (vicine allo zero assoluto !), pud considerarsi con
ottima approssimazione un gas perfetto.

Attraverso la classica serie di esperimenti portati
a termine da Boyle e Gay-Lussac sappiamo che
I’equazione di stato dei gas perfetti puo essere scritta
nella ben nota forma:

PV =nRT, (45)

dove n e il numero di moli del gased R & una costante
universale, il cui valore numerico dipende dal sistema
di unita di misura utilizzato per esprimere le variabili
termodinamiche:

R = { 8.314 J/mol K , (46)

0.082 L atm/mol K .

81n tal caso & infatti possibile far tornare il sistema allo stato
iniziale ripercorrendo la medesima successione di stati.



4.2 Cenni sulla Teoria Cinetica dei gas

Come si e gia detto, la temperatura di un sis-
tema e quella grandezza macroscopica che caratterizza
Penergia cinetica media delle particelle che lo compon-
gono. Qui vogliamo chiarire questo fatto in modo piu
preciso e quantitativo, applicandolo ai gas perfetti.
Supponiamo che il nostro gas sia contenuto in un re-
cipiente di forma cubica di lato L, avente le superfici
parallele agli assi cartesiani da noi scelti. Conside-
riamo una singola molecola, e sia v, la componente
della sua velocita lungo 'asse x; questa urtera cias-
cuna delle pareti perpendicolari a tale asse ad ogni
intervallo di tempo uguale a 7 =2 L /v, , esercitando
su di essa una forza pari (a meno del segno) alla vari-
azione nell’unita di tempo della sua quantita di moto.
Essendo elastico, ad ogni urto la molecola inverte la
sua velocitd (v, — —v), per cui Ag, = 2mu,.
Dividendo quindi per il tempo 7 si ottiene:

Aq, 2m g mvy2
Vg

Sommando (e mediando) su tutte le N particelle e
dividendo per la superficie L?, si ottiene la pressione
esercitata su ciascuna parete:

w¥N N
T T (48)

_ =N _
B 2

P 2

da cui:

2 —
vy =

; (49)

2‘*0
3=

dove, la “barra” indica i valori medie V = L3 &il vol-
ume occupato dal gas. Poiché per simmetria e lecito
aspettarsi che @ = v? = v?, possiamo concludere
che la “velocita quadratica media” delle molecole del
gas sia:

Utilizzando quindi l’eq. di stato (45), ed essendo
N =nNa (Na =6.022-10% & il numero di parti-
celle per mole, detto Numero di Avogadro), si arriva
al risultato:
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dove M = Nsm & la “massa molare” del gas.

Per esempio, per molecole di elio (He: M =4 g/mol)
ad una temperatura di 0°C' = 273 K, si ottiene:

~13km/s.

3-831—1_.273K
vq.m. ~ \/ mol K (52)

4-1073 kg/mol

Questa velocita € molto inferiore alla velocita di fuga
dalla Terra, data da:

2GN Mr

Ry ~11km/s.

Ufuga =

Cio nonostante, un gran numero di molecole di elio ri-
esce a sfuggire dall’atmosfera terrestre. Il motivo sta
nel fatto che, in realta, le velocita delle molecole sono
distribuite statisticamente fino a velocita molto mag-
giori di vq.m., secondo una curva a campana asim-
metrica, detta Mazwelliana. Qui non discuteremo dei
dettagli di questa distribuzione.

A questo punto possiamo anche determinare I’energia
cinetica media di ciascuna molecola del gas, che dalle
precedenti formule risulta essere data da:

— 1 - 1

3nRT
Ec:§m1)2 :im " =

Nm

(53)

=2KpT,

dove Kp = R/Ny =1.38-10"23J/K ¢ la Costante
di Boltzmann. Questo risultato riflette il cosiddetto
“Principio di Equipartizione” dell’energia, secondo il
quale, ad ogni grado di liberta di un sistema com-
pete, in media, un’energia pari a %KBT. Poiché i
gas monoatomici (come ’elio He), sono costituiti da
particelle che hanno solo i tre gradi di liberta rela-
tivi al loro moto traslazionale, la loro energia cinet-
ica media ¢ in effetti data dalla (53). D’altra parte,
le molecole dei gas biatomici (come 'ossigeno O o
lidrogeno Hs ), oltre ad avere gli stessi tre gradi di
liberta traslazionali, ne hanno altri due relativi al loro
moto rotazionale, per cui la loro energia cinetica me-
dia risulta essere:



ERMMq:gKBT. (54)

Infine, nel caso di gas poliatomici con molecole non
allineate, come il metano o ’'ammoniaca, i gradi di lib-
erta addizionali sono tre, e quindi si ha E. =3 KgT.

Per i gas perfetti, come si & detto, sono trascurabili
gli effetti delle interazioni tra le particelle, per cui
I’“Energia Interna” U & dovuta esclusivamente al con-
tributo dell’energia cinetica. Per n moli si puo quindi
scrivere:

UT)=ncey T, (55)
dove la costante di proporzionalita cy , detta, per mo-
tivi che saranno chiariti nei prossimi paragrafi, “ca-
pacita termica molare a volume costante”, vale:

% R, (per gas monoatomici)
cv =4 2R, (per gas biatomici) (56)
3R, (per gas poliatomici).

4.3 Il Primo Principio della Termodi-
namica

Per un sistema dinamico 1’energia meccanica, definita
come somma dell’energia cinetica e di quella poten-
ziale, resta invariata solo se il sistema e “conserva-
tivo”, ovvero se su di esso solo forze conservative’
compiono lavoro. Al contrario, in presenza di la-
voro compiuto da forze non-conservative (per esempio
dissipative come le forze di attrito), l'energia mecca-
nica diminuisce, trasformandosi in altre forme di en-
ergia, come quella termica. In effetti, 1'energia to-
tale resta sempre invariata; anzi, possiamo sicura-
mente affermare che il “Principio di Conservazione
dell’Energia” '° & uno dei pilastri fondamentali di tutta
la Fisica.

9Ricordiamo che sono dette conservative quelle forze per
le quali il lavoro compiuto durante un certo spostamento del
sistema, non dipende dal particolare percorso effettuato nello
spazio, ma solo dai punti di partenza e di arrivo; come corol-
lario, si ha che per tali forze il lavoro compiuto durante un
qualsiasi percorso chiuso ¢ sempre nullo.

10Pud essere dimostrato che questo principio Universale &
in effetti conseguenza della “omogeneitd” del tempo, ovvero
dell’invarianza delle leggi fisiche per traslazioni della variabile
temporale.
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In termodinamica, conseguenza diretta della Legge
di Conservazione dell’Energia ¢ il cosiddetto “Primo
Principio”, secondo il quale, considerato un generico
sistema termodinamico'!, il Calore @ che questo as-
sorbe (dall’ambiente esterno) deve essere uguale alla
somma della variazione AU della sua Energia Interna
e del Lavoro L che esso compie sull’esterno. Possiamo
pertanto esprimere questo principio come:

Q=AU+ L. (57)

Un esempio concreto puo essere quello di un gas con-
tenuto in un recipiente racchiuso da un pistone mo-
bile; il calore fornito al gas, oltre a poterne provo-
care un innalzamento della temperatura, puo far si
che questo, espandendosi, spinga il pistone compiendo
cosl un certo lavoro.

Vediamo come calcolare questo lavoro nel caso di una
generica trasformazione termodinamica. Quando le
forze di pressione del gas causano uno spostamento in-
finitesimo dx del pistone (di sezione S'), queste com-
piono un lavoro dato dal prodotto della pressione per
la variazione di volume dello stesso gas:

SL=F.dz =PSdr=PdV; (58)

pertanto, per una trasformazione finita da uno stato
A ad uno stato B, il lavoro compiuto dal gas si ot-
tiene integrando questa espressione:

B

MM%&=/ Pav, (59)

Ay

dove si ¢ indicato con v la curva che descrive la
trasformazione nel piano (P, V'). Ne consegue un’utile
interpretazione geometrica: il lavoro compiuto in
una generica trasformazione (reversibile) da uno stato
A ad uno stato B, ¢ dato dall’area sottesa alla
curva che caratterizza tale trasformazione, nel piano
(P, V). Cio significa automaticamente che questo la-
voro dipende dalla particolare trasformazione, e non
solo dagli stati iniziale e finale del gas. Per lo stesso
motivo, in una arbitraria trasformazione ciclica, nella
quale cioe il gas ritorna allo stato iniziale, il lavoro
totale non sara nullo:

11Noi assumeremo sempre sistemi “chiusi”, cioe sistemi che
possono scambiare energia con ’ambiente esterno, ma non ma-
teria.
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essendo uguale all’area racchiusa dalla curva chiusa
~.

In termodinamica, le grandezze per le quali la vari-
azione non dipende dalla particolare trasformazione
avvenuta, ma solo dagli stati iniziale e finale, sono
dette “Funzioni di Stato”; per esse, evidentemente,
la variazione in una quaksiasi trasformazione ciclica e
nulla. Un esempio & proprio I’Energia Interna U , per

la quale:
]{ dU =0.
¥

Dal Primo Principio, espresso dalla (57), vediamo
quindi che anche il Calore non ¢ una Funzione di
Stato'2, poiché:

f&@:de+7{5Lz%5L¢o. (61)

Per questo motivo distinguiamo il modo di esprimere
la variazione infinitesima dell’Energia interna (dU) e
le corrispondenti quantita di calore e lavoro (0L e
5Q), nel Primo Principio espresso in forma differen-
ziale:

(60)

0Q = dU + 6L. (62)
4.4 Trasformazioni Termodinamiche ele-
mentari

Le variabili termodinamiche che definiscono lo stato di
un sistema sono, come si e visto, la pressione P, il vol-
ume V | e la temperatura T , vincolate dall’equazione
di stato (44), che nel caso dei gas perfetti ¢ data
dall’eq.(45).

Possiamo definire Trasformazioni Termodinamiche el-
ementari le trasformazioni reversibili nelle quali una
di queste variabili resta invariata. In particolare, ven-
gono dette “isocore” le trasformazioni in cui V =
costante, “isobare” quelle in cui P = costante, e in-
fine “isoterme” quelle in cui ¢ la temperatura T a

12Talvolta, si dice anche che non é un differenziale esatto.
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restare costante. Applichiamo quindi il Primo Princi-
pio (62) a ciascuna di queste trasformazioni.

o Trasformazione Isocora: V = costante.

Nel piano (P, V') queste trasformazioni sono rap-
presentate da linee rette parallele all’asse delle
ordinate (P). Non essendoci alcuna variazione di
volume, in accordo con 'eq.(58), il lavoro 0L &
nullo, per cui dalla (62) si ha:

0Q =ncydl =dU, (63)
dove si & definito:
1 6Q
= - — 4
v n dT'|,, (64)

la “Capacita Termica molare a volume costante”.
In forma finita troviamo percio:

Q=ncy AT =AU. (65)
La proporzionalita tra la variazione dell’ Energia
Interna e la variazione della temperatura T ci
suggerisce che U & una “Funzione di Stato”, per
cui in realtd potremo utilizzare 1’eq.(65) per de-
terminarne le variazioni, indipendentemente dal
tipo di trasformazione subita dal gas, sia re-
versibile che irreversibile. Il valore di ¢y dipende
dalla natura monoatomica, biatomica, o poliatom-
ica del gas, come risulta dalla Teoria Cinetica

(eq.(64)).
e Trasformazione Isobara: P = costante.

Queste trasformazioni sono invece rappresentate
nel piano (P, V) da linee rette parallele all’asse
delle ascisse (V). Definendo la “Capacita Ter-
mica molare a pressione costante” come:

1 6Q
CcCp = g ﬁ - 5 (66)
lapplicazione del Primo Principio (62) da:
0Q =ncpdl =dU + PdV . (67)

Utilizzando quindi il risultato precedente (63) per
dU e poiché, per P costante si ha: PdV =
d(PV) =nRdT , si ottiene:

ncepdl =n(cy + R)dT



ovvero:

CP—CV:R, (68)

detta Relazione di Meyer. Usando le (56) trovi-
amo allora!3:

SR, (per gas monoatomici)
cp = IR, (per gas biatomici) (69)
4R, (per gas poliatomici).

Poiché 'area sottesa ad una trasformazione iso-
bara'4 & semplicemente un rettangolo, il calcolo
del lavoro risulta immediato:

B
L(A%B):/ PV = P (Vg —Va). (70)
A

o Trasformazione Isoterma: T = costante.

Queste trasformazioni, in virtu dell’equazione di
stato (44), dalla quale si evince cha a temperatura
costante la pressione ed il volume sono inversa-
mente proporzionali, sono graficamente rappre-
sentate da rami di iperbole equilatera. Inoltre,
per quanto visto precedentemente (eq.(65)), si
ha: AU = necy AT = 0. Il Primo Principio
(57) implica allora che in queste trasformazioni
il calore assorbito sia uguale al lavoro compiuto,
lavoro che puo essere calcolato come segue:

B

Q(AHB):L(A%B):/ PdV =
A
Bav Vi

(71)

o Trasformazione Adiabatica: @ =0.

Il Primo Principio scritto in forma differenziale
dato in eq.(62), con §@Q =0 da:

0=0Q =ncydl +PdV,

13Per un gas poliatomico avremmo, evidentemente, cp =
4R.

14D’ora in poi sottintenderemo sempre il riferimento al piano
(P, V).

dove si e tenuto conto della variazione infinites-
ima dell’Energia Interna data in (63). Utiliz-
zando l'equazione di stato (45), dividendo per
ncy , e integrando tra A e B, si ottiene:

/B dlT R [P av
— 4+ = 7:0’
A T Cy A V

da cui:

Tg R Vi
log (22 )+ Zlog (-2 ) =0.
Og(TA>+CV Og(VA>

Questa relazione e equivalente alla seguente for-
mula:

TpV" ' =Ty V"' = TV~ = costante,
(72)

dove si e posto:

% , (per gas monoatomici)
c . . .
v = £ - % , (per gas biatomici)
cy
% , (per gas poliatomici).

(73)

L’equazione di stato (45) permette anche di es-
primere la (72) in termini delle variabili P e V:

Pp V" =PaVy" = PVY = costante. (74)

Essendo « > 1 per tutti i tipi di gas, questa re-
lazione funzionale tra pressione e volume ci porta
a rappresentare le trasformazioni adiabatiche (nel
piano (P, V)) con linee curve piu ripide rispetto

alle isoterme!®.

Anche per le adiabatiche si potrebbe calcolare
il lavoro attraverso l'integrale (59), utilizzando
la (74); tuttavia, con la diretta applicazione del
Primo Principio (57) si ottiene, pit semplice-
mente:

L(A — B) =—-AU=-n Ccy (TB — TA) . (75)

5Tnfatti, come si evince dalle (72), in un’espansione adiabat-
ica si ha un abbassamento della temperatura.



4.5 Trasformazioni Politropiche

Tutte le precedenti trasformazioni termodinamiche
elementari, incluse le adiabatiche, fanno parte
di un’ampia classe di trasformazioni, dette
“Politropiche, caratterizzate da una Capacita
Termica costante. Cercheremo adesso la loro generica
espressione funzionale.

Detta ¢ tale generica Capacita Termica (molare),

dal Primo Principio (62) si ha:

0Q =ncpdl =ncydTl + PdV,
da cui:

P dv

Usando di nuovo l'equazione di stato (45) ed elimi-
nando la pressione P, si arriva a:

Cr — Cy — K — legV

R ~ dlogT”’ (77)

che integrata tra gli stati A e B da:

dlogV =—K (dlogT) =d log (T*K) =

Vs Ty K (78)
= log A = log 7K |
A

ovvero:

VTK = costante. (79)

A ciascun valore del parametro K corrisponde una
trasformazione politropica distinta, caratterizzata da
una Capacita Termica che possiamo ricavare dalla
(77):

c,=cy —KR. (80)

E semplice verificare che tutte le trasformazioni anal-
izzate nel paragrafo precedente 4.4 sono politropiche
corrispondenti a particolari valori del parametro K .
Si trova infatti:

K =0 = V = cost. (isocora); ¢g = ¢y,
K =—1 = P = cost. (isobara); c_1 = cp,
K — 0o = T = cost. (isoterma); co — 00,

1
K= %/ = o = @ = 0 (adiabatica); ¢ =0.
(81)

5 Ciclo di Carnot ed Entropia

Le trasformazioni cicliche hanno un ruolo particolar-
mente importante in Termodinamica, essendo asso-
ciate alle macchine termiche (o frigorifere). Torner-
emo su questo aspetto nel §7. Per il momento os-
serviamo soltanto che, in virtu del Primo Principio
(57), essendo nulla la variazione di Energia Interna
(eq.(60)), in qualsiasi ciclo termodinamico si ha:

Q=Q1—Q2=1L. (82)

dove si € indicato con Q) il calore assorbito e con Qo
quello ceduto in valore assoluto!.

Tra tutti i cicli, fondamentale ¢ quello di Carnot,
perché e proprio questo ciclo che ci portera ad intro-
durre il concetto di Entropia ed enunciare il “Secondo
Principio” della Termodinamica. Questo ciclo & cos-
tituito da due trasformazioni isoterme (l’espansione
A — B alla temperatura maggiore 77 , e la compres-
sione C' — D a quella inferiore T5) e da due adia-
batiche (B — C' e D — A). Determiniamo i calori
scambiati durante l'intero ciclo:

e A— B

PAVA:PBVB:TLRTl. (83)

In tal caso, dalla (71), si ha direttamente:

Bav
QAB =nRT N 7 =
(84)

=nRT log (y) =@, (>0).
A

16Nel §7 denoteremo questi calori Q¢ e Qp , essendo scam-
biati alla temperatura pit calda e pit fredda, rispettivamente.



e B>(C:

Pg V" =P V7. (85)

o OC—D:

POVC:PDVD:’RRT2, (86)

e questa volta, trattandosi di calore ceduto (< 0):

Pav
Qcp :TLRTQ/C v =

(87)

Vb

=nRTlog| — | =-Q2 (<0).
Ve
e D A:

PpVpY = PaVa. (88)

Il rapporto tra i due calori Q1 e ()2, risulta quindi
essere dato da:

0, 1l (i)
Q{ = f o <%) . (89)

Utilizzando le eq.(83), (85), (86) e (88), troviamo:

Ve _Pa_(p Vo' (L VE"\ _
Va Pz \ " VA Po VoY)
(90)
_ Ve (VD Vs ) k
D \VaVo )’
da cui:
Ve _ Vo
Va Vb’
Percid, la formula precedente (89) si semplifica, e ot-
teniamo!”:

@ _ 4

Q2 Ty

17Cid da anche un significato fisico preciso al concetto di Tem-
peratura Assoluta.

@ _Q

=22 91
T (91)
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Essendo Q1 = Qap e Q2 = —Qc¢p, possiamo quindi
scrivere:
QaB n Qoo _ 0.
T Ty

Tenendo infine conto che ogni ciclo reversibile puo
essere visto come una successione di infiniti cicli di
Carnot, 'uno con parametri di temperatura vicini a
quelli del successivo, arriviamo alla conclusione che
per ogni ciclo reversibile deve aversi:

Z % =0 (per cicli reversibili), (92)

ovvero, considerando quantita di calore infinitesime
0@, ciascuna scambiata ad una determinata temper-

atura 1':
)
ﬂ{ Q9 _y. (93)
v (rev) T

Detto altrimenti, dallo studio del ciclo di Carnot abbi-
amo dedotto che “la somma algebrica dei rapporti tra
1 calori scambiati e la temperatura alla quale avven-
gono questi scambi e nulla per ogni ciclo reversibile”.
Se il ciclo fosse invece “irreversibile”, le formule (92) e
(93) andrebbero scritte sotto forma di disuguaglianza:

0Qi
Z TQ <0 (per cicli irreversibili),

§el,
~ (irrev) T

dette infatti “disuguaglianze di Clausius”.

11 risultato espresso dalla formula (93) mostra che,
nonostante il calore non sia una funzione di stato
(come si evince dalla (61)), la quantita §Q /T, almeno
per processi reversibili, & esprimibile come il differen-
ziale (esatto) di una nuova funzione di stato:

0Q
— =:dS 95
T rev 7 ( )
detta “entropia”, per la quale quindi:
j{ S =0. (96)
¥



Essendo funzione di stato, la sua variazione durante
una qualsiasi trasformazione - sia reversibile che ir-
reversibile - dipende soltanto dagli stati iniziale A e
finale B. Utilizzando il Primo Principio (62) col la-
voro dato dalla (58) si ottiene, quindi:

B B
ASABESB—SA:/ ?:/ AL LA
A A

=nc /BdT—l—nR/BdV—
i T AV
T Vi
:ncvlog<T§)+anog<Vj>,
(97)

ovvero, esprimendo il risultato in termini delle vari-
abili'® Pe T:

T Py T
ASAB—chlog<TB>+anog< AB) =
B

Pg Ta

T P
=ncplog (T;i) —n R log (Pj) ,

dove si & anche fatto uso della Relazione di Meyer
(68).

6 Il Secondo Principio della Termodi-
namica

Il Primo Principio, come si & detto, non & che espres-
sione del Principio (Universale) di Conservazione
dell’Energia. Applicato in particolare all’intero Uni-
verso, che e evidentemente un Sistema Isolato, af-
ferma semplicemente che in questo sono ammissibili,
almeno in linea di principio, tutti i possibili pro-
cessi che mantengono costante I’Energia totale. 1l
fattore “tempo” non gioca alcun ruolo. Il motivo &
che tutte le leggi fisiche della meccanica, come pure
il Primo Principio della Termodinamica, sono sim-
metriche rispetto all’inversione temporale t — —t.
Tuttavia, I'esperienza ci insegna che in natura es-
istono processi spontanei e processi non spontanei.
Facendo un classico esempio, il Primo Principio non
puo spiegare perché il calore fluisca naturalmente

I8Eliminando il volume V attraverso I’equazione di stato (45),

RTg /P P, T
dalla quale: Vg /Vs = % = % % .
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solo da un corpo piu caldo ad un corpo piu freddo,
fino al raggiungimento di una medesima temperatura;
I’energia sarebbe conservata anche se il corpo caldo
assorbisse energia da quello freddo aumentando la
propria temperatura, provocando un raffreddamento
di quest’ultimo. In chimica esistono molte reazioni
che sappiamo non poter avvenire spontaneamente...
perché ? La risposta viene data dal “Secondo Princi-
pio della Termodinamica”, un principio strettamente
legato al concetto di Entropia. Solitamente viene pre-
sentato sotto forma dei seguenti tre enunciati, distinti
ma equivalenti:

e Enunciato di Clausius: “In un qualsiasi pro-
cesso termodinamico, non ¢ possibile avere, come
unico risultato, il passaggio di calore da un corpo
pit freddo ad uno pitu caldo.”

e Enunciato di Kelvin: “In una qualsiasi
trasformazione termodinamica ciclica non é pos-
sibile avere, come unico risultato, la completa
trasformazione di calore prelevato da un’unica
sorgente, in lavoro”.

e Legge dell’Aumento dell’Entropia:
“Con lo scorrere del tempo, [’Entropia to-
tale dell’Universo, mon puo che aumentare”.
O, equivalentemente: “L’Entropia  totale
dell’Universo resta costante se le trasformazioni
sono reversibili, mentre aumenta se sono
1rreversibili”.

Tralasceremo qui la dimostrazione dell’equivalenza
degli enunciati di Clausius e Kelvin, soffermandoci
invece sul significato di quello relativo all’aumento
dell’entropia.

Consideriamo una qualsiasi trasformazione irre-
versibile tra gli stati A e B. Possiamo sempre sup-
porre di poter far tornare il sistema allo stato di
partenza attraverso un’opportuna trasformazione re-
versibile: (B — A),e, . L’insieme delle due trasfor-
mazioni costituisce quindi, globalmente, una trasfor-
mazione ciclica irreversibile, e in quanto tale, deve
valere la disuguaglianza di Clausius (94), per cui:



B A
TR E
T Air'revT BrevT

=

B

1)

= 00 | (Sa-Sp) <0 = (99)

A dirrev

B
Q)
_ > X .

- SB SA B /A irrev T 7

e poiché il Sistema Universo & per definizione
“isolato”, mnon scambiando energia con ’esterno,
I'integrale a membro destro ¢ identicamente nullo. Ot-
teniamo pertanto il risultato cercato:

Sp >S4, (100)

ovvero la Legge dell’aumento dell’entropia per sistemi
isolati.

Torneremo sulle implicazioni che questo Principio ha
sulle Macchine Termiche nel §7. Qui vogliamo solo
aggiungere alcune considerazioni sul significato fisico
dell’entropia e del perché debba sempre (globalmente)
aumentare.

Un aiuto ci viene dalla formula di Boltzmann, che as-
socia l'entropia S di uno stato alla cosiddetta “prob-
abilita termodinamica” W . Poiché I'entropia ¢ una
grandezza estensiva, e quindi I'entropia di due sot-
tosistemi « e 8 & data dalla somma delle rispettive
entropie: S(a U 8) = S(a) 4+ S(8), mentre le prob-
abilitd degli stati vanno moltiplicate: W(a U ) =
W(a) - W(B), ne consegue che I'entropia deve essere
proporzionale al logaritmo della probabilita termod-
inamica. Cosl arriviamo alla formula di Boltzmann,
secondo la quale:

S=Kpg logWW, (101)

dove la costante di proporzionalita risulta essere pro-
prio la Costante di Boltzmann (Kp = R/Na).

Da questa relazione deriva la ben nota associazione
tra entropia e “disordine”: poiché gli stati disordinati
corrispondono tipicamente ad un numero maggiore di
configurazioni del sistema rispetto agli stati piu or-
dinati, basti pensare ad un mazzo di carte mescolate
piuttosto che ordinate, i primi sono molto pit “prob-
abili”. Pertanto, visto che evidentemente i sistemi
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evolvono spontaneamente verso gli stati piu probabili
(e quindi piu disordinati), ’eq.(101) ci informa che
questi sono anche quelli caratterizzati da una mag-
gior entropia. In altre parole, possiamo affermare
che: In Natura i sistemi evolvono spontaneamente
verso gli stati piu disordinati. Come premesso, il
Secondo Principio risponde alla domanda “In che di-
rezione evolvono i sistemi?”: [ sistemi evolvono in una
direzione tale da causare un aumento dell’entropia
dell’Universo. Da cio segue anche la ben nota corre-
lazione, forse piu “metafisica” che fisica, tra Entropia
e “Freccia del Tempo”.

6.1 Esempio

Si vuole determinare la variazione di entropia che
si ha nell’espansione isoterma di una gas. Inoltre,
si desidera calcolare anche la probabilita che il gas
stesso si contragga spontaneamente dal volume finale
a quello iniziale.

Dall’eq.(97) si ha direttamente:

AS =nR log (“;B) .
A

Per determinare la probabilita che avvenga una con-
trazione spontanea dal volume finale Vg a quello in-
iziale V4 , osserviamo che tale processo implicherebbe
una diminuzione di entropia pari a —AS, per cui,
dalla (101), si ha:

—AS = Kp logW(B — A),

ovvero:

E —nNa
Va ’

W(B — A) = e 25/Ks = (

solitamente un numero estrememente piccolo; per es-
empio, per la contrazione spontanea di 10mol di gas
da un volume Vg =10L a V4 =5 L, si otterrebbe:

W~ 2-6:10% 1y

Questo significa ovviamente che & estremamente im-
probabile che avvenga la contrazione spontanea del
gas, cioe senza l’azione di forze esterne.



7 Sull’Entropia e le Macchine Ter-
miche

Il “Secondo Principio della Termodinamica” e il con-
cetto di “Entropia” introdotti nella sezione precedente
giocano un ruolo particolare nello studio delle Mac-
chine Termiche. In generale, una macchina termica
¢ un sistema capace di convertire energia assorbita
sotto forma di calore in lavoro wutile, per esempio in
lavoro meccanico. Essenzialmente, ed in modo asso-
lutamente generale, una macchina termica richiede i
seguenti tre ingredienti:
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e un termostato™ “caldo”, a temperatura T¢ ;

e un termostato “freddo”, a temperatura T ;

e una sostanza, e.g., una certa quantita di gas rac-
chiusa in un recipente chiuso da un pistone mo-
bile, che viene sottoposta ad una certa trasfor-
mazione ciclica (reversibile).

In ogni ciclo la sostanza scambia calore (energia) con
i due termostati; in particolare, assorbe un certo
calore Q¢ dal termostato piu caldo, cedendone una
parte (Qr ) a quello piu freddo (spesso, semplicemente
Pambiente circostante). In questo modo la macchina
riesce a compiere un lavoro (positivo, utilizzabile) L,
che, in virtu del “Primo Principio della Termodinam-
ica” e dato da:

AQ=Qc—-Qr=AU+L=1L, (102)
dove si ¢ tenuto conto che la variazione di Energia In-
terna ( AU ) & nulla in qualsiasi trasformazione ciclica

(eq.(60)).

Il rendimento di una macchina termica & definito come
il rapporto tra il lavoro compiuto L ed il calore as-
sorbito Q¢ durante ciascun ciclo??:

L _Qc—-Qr _

Qr
= Qc Qc

o0 (103)

" Qe

Il solo Primo Principio, espressione della Legge di
Conservazione dell’Energia, non pone alcun limite su-
periore al rendimento di una macchina termica, che

19Un termostato & un sistema caratterizzato da una grande
capacita termica (C — o00), in conseguenza della quale la sua
temperatura puo ritenersi costante durante ’intero processo.

20Ragion per cui, talvolta, viene anche detto come rapporto
tra “cio che ottieni” e “cio che paghi” (in inglese, the ratio of
“what you get” to “what you pay”).
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pertanto in linea di principio potrebbe anche tendere
(o addirittura essere uguale) a 1 (se Q¢ > Qr);
cio sarebbe equivalente a dire che “é possibile trasfor-
mare completamente in lavoro (utile) il calore prele-
vato da un’unica sorgente (calda, a temperatura Te)”.
Purtroppo (I!!) il “Secondo Principio della Termod-
inamica” ci dice che cio non & possibile, ovvero che,
necessariamente, deve essere presente anche una certa
quantita di calore che viene ceduta al termostato piu
freddo (a temperatura Tr). Mostreremo ora che tale
affermazione € anche equivalente a porre un limite in-
valicabile per il rendimento delle macchine termiche.

Come abbiamo visto nel §6, il “Secondo Principio”
afferma che, col trascorrere del tempo?', Ientropia
dell’intero Universo non puo che aumentare. In par-
ticolare, “I’entropia dell’'Universo, o piu in generale
di un qualsiasi Sistema Isolato, aumenta in qualsiasi
processo irreversibile (i.e., “spontaneo” ), mentre resta
invariata in quelli reversibili:

{ ASuniv. > 0, (processi irreversibili), (104)

ASuniv. =0, (processi reversibili).

Consideriamo quindi la nostra generica macchina ter-
mica: i due termostati, insieme alla sostanza che opera
nella macchina stessa costituiscono un sistema isolato
(non interagendo col resto dell’Universo), per cui il
Secondo Principio implica che:

ASuniv. = ASC + ASF + ASsosiﬁanza 2 0. (105)

Tuttavia, essendo S una funzione di stato (come
lenergia interna U), la variazione di entropia per
la sola sostanza che subisce la trasformazione ciclica
nella macchina ¢ nulla (ASsostanza = 0). Pertanto,
la variazione di entropia totale dell’Universo € dovuta
solo al contributo dato dagli scambi termici dei due
termostati, scambi che come si & detto avvengono alle
rispettive temperature. Si ottiene quindi:

Qc
< : — —
0< ASunw, ASC + ASF To Tp s

Qr

(106)

dove si e tenuto conto che il termostato caldo cede
calore (Q(term. caldo) = —Q¢ < 0), mentre quello

21Questa & l’origine del legame tra la cosiddetta “freccia del
tempo” e ’entropia dell’Universo.



freddo lo assorbe (Q(term. freddo) = Qp > 0).
L’aumento di entropia dell’Universo (106) implica
quindi che:

@ > @7 (107)
Tr c
OVVEro:
T
Qr > (108)
Qc ~ Tc

da cui deduciamo ’esistenza di un limite superiore in-
valicabile per il rendimento di una generica macchina
termica:

. 109
- T (109)
Il rendimento limite (ne =1 — % ) & quello ottenibile
da una macchina termica nella quale il gas compiepro-
prio il ciclo di Carnot studiato nel §5, come mostra il
confronto tra le eq.(91) e (108).

Il fatto che nessuna macchina termica che operi tra
due temperature estreme assegnate (T e Tr) possa
avere un rendimento maggiore di quello del corrispon-
dente ciclo di Carnot, n¢ , operante tra le stesse tem-
perature, ¢ detto “Teorema di Carnot”.

8 Esercizi Risolti

Prima di concludere queste brevi Note, vogliamo
discutere qualche altro esercizio, nella speranza di
chiarire ulteriormente i concetti trattati nelle sezioni
precedenti, offrendo nel contempo qualche esempio in
piu di applicazione.

8.1 Esercizio (Rendimento di un Ciclo
termodinamico)

Dieci moli di una gas monoatomico, inizialmente rac-
chiusi in un volume V4 = 50 L alla pressione Py =
250 atm , subiscono la seguente trasformazione ciclica
(reversibile): vengono dapprima espansi isobarica-
mente fino a raggiungere (stato B) un volume triplo di
quello iniziale, dopodiché subiscono adiabaticamente
un’ulteriore espansione fino a raggiungere uno stato
(C) caratterizzato dalla stessa temperatura iniziale
(T4). Infine il gas viene ricondotto allo stato iniziale A
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attraverso un’opportuna compressione isoterma. De-
terminare il rendimento del ciclo. Quanto sarebbe il
rendimento della macchina di Carnot capace di lavo-
rare tra le due temperature estreme presenti nel ciclo
suddetto?

Svolgimento:

Per tutti i cicli (reversibili) il procedimento per ar-
rivare a determinare il rendimento ¢ lo stesso. Bisogna
innanzitutto determinare, per ogni trasformazione,
sia i valori delle variabili termodinamiche (P, V' ,T')
degli stati iniziale e finale, che i relativi calori scam-
biati. II calore totale assorbito, detto @1 ¢ la somma
di tuttii calori positivi, quello ceduto, @, ¢ la somma
di quelli negativi, ma in valore assoluto (cosicché an-
che Q2 > 0). Allora, il rendimento cercato ¢ dato
(come nell’eq.(103)) semplicemente dalla seguente for-
mula:

Zi |Qi(ced)| _

=1 - = """
! Zl Qi(ass)

(110)

Applichiamo quindi quanto detto al presente esercizio.

e B: essendo Pg = P4, Vg =3Vy4, si ottiene:

Pa3Vy
- —3T;
nR Ay

_ PpVp

T
B nR

quindi, il calore scambiato nella trasformazione
A — B si calcola usando ’eq.(67):

Qap=ncp(Tg —Ty)=2ncpTa=5nRTx,

essendo Cp = gR per i gas monoatomici (vedi
eq.(69)).

e C: dall’eq.(72) si ha: TV = To Vet
conTec=T4 e Vg =3V,, da cui:

ch_l =3(3 VA)W_l =37 VC’Y_I ,

ovvero:

Vo =371 Vy.

Naturalmente in questo caso non c’e¢ da calcolare
il calore, trattandosi di una trasformazione adia-
batica.



e C' — A : applicando direttamente 1’eq.(71) otte-
niamo:

Qca=Lca= [y PdV =nRTs log A =
=-—-nRTy log (3ﬁ> =
=-nRTy (ﬁ) log3 =
=...= —gnRTA log3 (<0).
Pertanto, il rendimento del ciclo risulta essere:

5
nzl_ﬁzl_wz
1 5nRT 4

=1-3log3~0.451.

Il ciclo di Carnot avente le stesse temperature
estreme del ciclo che abbiamo esaminato avrebbe
invece un rendimento pari a:

2
= - =0.667
3 )

chiaramente maggiore di 7, in conformita col
“Teorema di Carnot”.

8.2 Esercizio (Ciclo con trasformazione
lineare)

Un gas biatomico & sottoposto alla seguente trasfor-
magzgione ciclica. Dapprima viene espanso attraverso
una trasformazione lineare (cioé una trasformazione
nella quale la pressione varia linearmente col volume)
A — B, che ne raddoppia il volume triplicandone la
pressione (Vg = 2V4, Pg = 3 P4); dopodiché una
opportuna trasformazione isocora lo fa tornare alla
pressione iniziale (P4); infine, isobaricamente torna
allo stato iniziale (A). Se ne determini il rendimento.

Svolgimento:

Nel piano (P, V) il ciclo ha la forma di un triangolo
rettangolo, in cui la trasformazione lineare € rappre-
sentata dall’ipotenusa, e le trasformazioni isobara ed
isocora dai cateti.

Adottando lo stesso procedimento utilizzato

nell’esercizio precedente, possiamo scrivere:

e B: essendo Pg =3Py, Vg = 2Vy4, la temper-
atura che caratterizza lo stato B eé:

_ PpVp  3Pa2Vy

T -
B nR nR

=6T4.
Applicando il Primo Principio, si ha:
Qap = AUap + Lap =

=ney (Tp —Ta) + 2(Pa+ Pp)(Vp — Va) =

=3nR5TA+34PaVa =

(Z2+2)nRTa=%nRTs (>0),

dove si ¢ determinato il lavoro compiuto dal
gas nella trasformazione lineare attraverso ’area
sottesa, che € quella di un trapezio rettangolo, di
basi P4 e Pp ed altezza (Vg — Va).

e (' la temperatura in C risulta essere:

Pc Vi Pa2V,
_ftcVe _ Ia A:2TA7

T
¢ nR nR

per cui il calore scambiato dal gas nella trasfor-
mazione isocora e dato da:

Qpc=ncy (Tc —Tp) = gnR(2TA —6Ty) =

= —10nR,Tx (<0).

e C' — A : infine, nella isobara che riporta il gas
allo stato iniziale, il calore risulta essere dato da:

Qca =ncp (TA —Tc) = %nR(TA —ZTA) =

=—InRTs (<0).

Il rendimento del ciclo che si ottiene, applicando di-
rettamente ’eq.(110), & pertanto il seguente:

_ @Bcl +1Qcal _ 10+5 2
QaB 2 29°

n=1



8.3 Esercizio (sull’Entropia)

Riprendendo ’esempio (2.2), ci chiediamo quant’e la
variazione di entropia dell’Universo durante l’intero
processo che porta allo stato di equilibrio all’interno
del calorimetro.

Svolgimento:

11 calorimetro contenente 1’acqua cede calore (al ghiac-
cio) con continuitd mentre si raffredda dalla temper-
atura iniziale 77 a quella di equilibrio T¢, ; pertanto,
dalla sua stessa definizione (95), la relativa variazione
di entropia e data da:

Tea qr

Ak()"cu,lrﬁ—u,q = (Ccal + CS(H2O) mHzO)/ T

T1

T,
= (Ceal + Cs(H,0) MH,0) log (qu) (<0).

Nel contempo, il ghiaccio, inizialmente gia alla tem-
peratura di fusione Ty,s (= 0°C), assorbe la stessa
quantita di calore; una prima parte viene assorbita a
temperatura costante (7,s) durante il passaggio di
stato che lo trasforma in acqua, ed una seconda parte
viene invece assorbita durante il riscaldamento con-
tinuo da Tyus & Teq. La sua variazione di entropia
sara quindi data dalla somma di due contributi dis-
tinti:

Inserendo i dati numerici si ottiene:

kcal
kg K

AScal.Jraq = (0.1k§?l + 1 . 02169) log (ggg};gg) =

—0.0154 kcal /K = —15.4 cal /K,

per il calorimetro con 'acqua, e:

83%£2al.0.05kg

273.15K

+1 kcal

Asgh = kg K

+0.05kg - log (218428 ) —

=0.0162 kcal /K = 16.2cal /K ,
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per il ghiaccio. Poiché I'intero sistema (Calorimetro +
Acqua + Ghiaccio) non scambia calore con ambiente
esterno, la variazione totale di entropia dell’Universo
¢ semplicemente data dalla somma di quanto abbiamo
ottenuto sopra:

ASU = AS(;al.-i—aq + ASgh =

=(—154 +16.2) cal/K = 0.8cal/K,

maggiore di zero, come previsto dal Secondo Princi-
pio!

8.4 Esercizio (Oscillazioni di un pistone)

Si determini il periodo delle piccole oscillazioni di un
pistone di massa m che racchiude dall’alto un cilindro
di sezione S contenente n moli di un gas perfetto, in
equilibrio con un bagno termico (termostato) a tem-
peratura Tj.

Svolgimento:

Dal testo si evince che il cilindro & posto verticalmente
nel campo gravitazionale terrestre, per cui il pistone e
sottoposto, oltre alla pressione atmosferica (Py) verso
il basso e la pressione del gas (P) contenuto all’interno
del cilindro verso l’alto, alla forza peso m ¢g. Essendo
S la superficie del pistone, all’equilibrio dovra essere:

PS=FS+mg.

Inoltre, dovendo valere anche I’equazione di stato dei
gas perfetti: PV, = PSh, = nRTy (dove h. &
laltezza del cilindro all’equilibrio), si ha:

mg nRTy
P=P+—=
"5 T Sh
da cui:
h — TLRTO
C PyS+mg’

Detta quindi y la generica (non all’equilibrio) altezza
del cilindro, potremo porre y = he + €. Lo studio
delle piccole oscillazioni significa che siamo interessati
al caso in cui |¢|] < h.. Prendendo l'asse y verso
I’alto, I’eq. del moto risulta essere:



Sapendo che la massa di una mole del gas (interno ed
RT, esterno) & p, calcolare:
0 mg— Py S.
Y

mij=PS—mg—PyS=

1. la massa totale m del gas (aria) all’interno del
Poiché y = he + ¢, e quindi § = &, si ottiene: pallone;

2. la massa massima del carrello M,,,, oltre la
mé = ——————— —mg — PyS. quale, fissato V', non sara mai possibile sollevare
he (1 + f) la mongolfiera da terra;

3. per M < M4z, calcolare la temperatura min-

Essendo per ipotesi |e| < h., possiamo sviluppare al ima Timin alla quale la mongolfiera si stacca da

primo ordine il denominatore della frazione??, e scri-

terra.
vere, dividendo tutto per m:
nRT, <nRT0 POS> Svolgimento:
€+ e = —g——1.
mhe? m he m
. 1. Per rispondere alla prima domanda e sufficiente
Questa ¢ I'equazione armonica con pulsazione: applicare I'’equazione di stato dei gas perfetti:
PaV m PV
w:E:i nliTy A _p=" = m=-24 'u,
T  he m RT u RT

da cui otteniamo il periodo delle piccole oscillazioni da cul 81 o"ct}ene anche laf densita del gas interno
richiesto: che ci servira nella prossima domanda:

P
vmnRTy pA:@:ﬂ

T=2r—p——, vV RT’
PyS+mg
2. 11 pallone & soggetto alla forza peso (M + m)g
dove si e fatto uso dell’espressione dell’altezza di equi- verso il basso e alla Forza di Archimede verso
librio trovata precedentemente. lalto, data dal “peso dell’aria spostata”, ovvero:

8.5 Esercizio (sulla Mongolfiera) [Univ.
Pisa; Ing. (2015)]

FArch. = Mspost. § = PA Vg - Mvg,
Un pallone aerostatico (mongolfiera) & schematizzato RTx
nel seguente modo. Il pallone ha un volume V
fissato. Consideriamo l’aria come un gas perfetto dove si ¢ tenuto conto che l'aria spostata ha la
monoatomico. Un foro inferiore & collegato ad un car- temperatura esterna Ty .

rello di massa M e volume trascurabile che porta un
bruciatore in grado di mantenere la temperatura del
gas all’interno del pallone uniforme e uguale a T, di-
versa dalla temperatura esterna T4 . La cavita per-
mette al gas di fuoriuscire, quindi la quantita di gas
interno & variabile a seconda della temperatura. La
pressione dell’aria esterna P4 ¢ uguale alla pressione RTa
interna. Il tutto e soggetto alla forza peso. Si sup-
ponga il gas all’interno del pallone sempre in equilibrio
termico alla temperatura T (> T4).

Il pallone potra alzarsi da terra solo se la forza
di Archimede sard maggiore della forza peso:
Furen. > (M +m) g, cioe se:

Pap PaVu
Vg>Mg+ RT qg,

da cui otteniamo il risultato cercato:

P,V 1 1
22Ricordiamo che, al primo ordine: (1 +2z)® ~ 14 az, per M < My = AV H ( — ) .
lz| < 1. R Ty T
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3. Da questo stesso risultato possiamo rispondere
alla terza domanda. Infatti, supposto nota la
massa M del carrello (naturalmente minore di
M paz 1), sitrova la condizione sulla temperatura
del gas interno al pallone:

1 < 1 MR
T "Ty PaVyu'
da cui, in definitiva:
Ts
- Pavp W

8.6 Esercizio (sulle Macchine Termiche)

Una macchina termica reversibile funziona utilizzando
come sorgente fredda latmosfera (a temperatura
costante Ty, ) € come sorgente calda un recipente
(di capacita termica nota C') contenente una massa
meq di acqua, inizialmente alla temperatura Ty . Si
determini il lavoro che puo fornire la macchina.

Svolgimento:

Poiché la macchina e reversibile, la variazione della
sua entropia deve essere nulla; pertanto, detto
Q1™ (> 0) il calore da essa assorbito dall’acqua
(incluso il recipiente!) quando questa ha temper-
atura (variabile) T', e detto dQ2"™ (< 0) il calore
che la macchina stessa cede all’atmosfera (che in-
vece mantiene sempre la temperatura Ty, ), possi-
amo scrivere che:

m m

Q" Q"
T Tatm

Poiché ovviamente la quantita di calore Q™
bita dalla macchina & sempre uguale a quella ceduta
dall’acqua e dal contenitore (causandone una vari-
azione di temperatura dT'), dalle leggi della termolo-
gia abbiamo che:

assor-

0™ = —0Qqq = —(C + cag Maq) dT. (111)

Sostituendo questa espressione nell’equazione prece-
dente troviamo quindi:

y T
5Q2 = Thim (C + Caq maq) =

= - (112)
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L’acqua, inizialmente a temperatura Tj, si raffredda
mano a mano che perde calore, finché non raggiunge
la temperatura dell’atmosfera esterna T, ; a quel
punto la macchina cessa di funzionare. La quan-
tita di calore totale Q2™ ceduto dalla macchina
all’atmosfera si puo allora ottenere integrando la
(112):

T
m atm dT
QQ = Tatm (C + Caq maq) / T =
To

a.t'm. )

D’altra parte, il calore complessivo che la macchina
assorbe dall’acqua si trova integrando la (111):

= —Latm (C + Caq maq log (

le = _Qaq = —(C + Caq maq) (Tat’rn - TO) (> O) .

Pertanto, essendo il lavoro fornito dalla macchina
uguale alla somma (algebrica) dei calori scambiati con
le due sorgenti, come suggerito dall’eq.(102)), si ot-
tiene quanto richiesto:

L=Q™+Qx" =

= (O + Caq maq) {(TO - Tatm) -

Tatm log ( atm)}
= (C 4+ CagMaq) {To = Tatm {1 +log (Tf

SIIE

Naturalmente, nel caso di una macchina irreversibile,
il risultato ottenuto sarebbe il “massimo lavoro” forni-
bile dalla macchina stessa.

8.7 Esercizio

All'interno di un recipiente con pareti impermeabili
al calore sono contenuti due gas, separati da un setto
fisso, pure impermeabile al calore. In particolare,
siano presenti n4 moli di un gas monoatomico A a
temperatura T4 nella parte di sinistra del recipiente,
e np moli di un gas biatomico B a temperatura T a
destra. Ad un certo istante viene praticato un foro nel
setto che causa la diffusione dei due gas nell’intero re-
cipiente. Si determini la temperatura che si raggiunge
all’equilibrio.

Svolgimento:



La diffusione dei due gas all’interno del recipiente e
chiaramente un processo irreversibile. L’applicazione
del Primo Principio ci permette comunque di scrivere
le seguenti espressioni per le rispettive variazioni di
energia interna:

AUs=3nsR(Teq—Ta)=Qa—La,
AUp=3ngR(T.q —Tg) =Qp — Lg,

dove si sono usate le (56). Sommando si ha:

AUp+ AU = (Qa+Qp) — (La+ Lp),
ed essendo il sistema globalmente isolato, devono es-

sere nulle entrambe le somme (algebriche) dei calori
scambiati e dei lavori compiuti:

Qa+Qp=0, La+Lp=0.

Si ottiene cosi:

AU4 + AUp =0,

ovvero:

3 5
anR(Teq 7TA)+ inBR(Teq

TR =
5 B) =0,

da cui, in definitiva, troviamo la temperatura di equi-
librio richiesta:

T _3nATA—|—5nBTB
“ 3na+bdng

8.8 Esercizio

Questo esercizio € essenzialmente una variante inter-
essante di quello precedente. Questa volta il recipi-
ente (di sezione S e lunghezza H ) & posto vertical-
mente nel campo di gravita terrestre, ed i due gas sono
separati da un pistone mobile di massa M. Sia le
pareti del recipiente che il pistone sono impermeabili
al calore (hanno cioé una capacitad termica trascur-
abile). Nella parte superiore ci sono ny moli di un
gas monoatomico A a temperatura T4, mentre nella
parte inferiore ci sono np moli di un gas biatomico
B a temperatura Ty .
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1. Si determini 'altezza h alla quale si trova il pis-
tone nella situazione di equilibrio.

2. Se ad un certo istante viene praticato un foro nel
pistone che permette ai due gas di fluire libera-
mente in tutto il volume, quanto sara la temper-
atura dei due gas, raggiunto il nuovo equilibrio?
Dove si trovera, alla fine, il pistone?

Svolgimento:

1. Sul pistone agiscono, oltre alla forza peso Mg,
le forze di pressione esercitate dai due gas. In
condizione di equilibrio abbiamo quindi:

Mg+ Py S=PpS. (113)
Le equazioni di stato per i due gas sono:
PA VA =MNA RTA 5
{ PpVp =npRTg, (114)

dove V4 = S(H—h) e Vg = Sh sonoirispettivi
volumi.

Le eq.(113) e (114) costituiscono un sistema di
tre equazioni:

PB:PA‘i’%y
PyS(H—-h)=naRTy,
PBSh:TLBRTB,

(115)

la cui risoluzione ci permette di determinare sia
le pressioni dei due gas P4 e Ppg, che l'altezza
h alla quale si trova il pistone.

2. Una volta praticato il foro nel pistone i due gas
diffondono nell’intero volume V (= SH), ed il
pistone, per gravita, si adagia sul fondo del recip-
iente. Per determinare lo stato finale dei due gas
possiamo applicare il Primo Principio all’intero
sistema:

AUp+AUp = (Qa+Qp) —(La+Lp), (116)

(come nell’esercizio precedente). Poiché le pareti
del recipiente sono impermeabili al calore il sis-
tema € isolato, per cui: Q4 + Qg = 0. Inoltre,
dal Teorema dell’Energia Cinetica applicato al pi-
stone, si ha:



9

L(A — pistone) + L(B — pistone) + L, =
= AE,;,(pistone) =0,

dove L(A — pistone) = L4 , L(B — pistone) =

Lp,ed Ly = Mgh ¢il lavoro fatto dalla forza
peso. Pertanto possiamo scrivere che:

Li+tLg=—-Mgh.

Utilizzando questo risultato nell’eq.(116) si ot-
tiene:

AU4 + AU =

=nacya)(Teq—Ta) +npey)y(Teq—Tp) =Mgh,

da cui, in definitiva, si arriva alla temperatura
finale richiesta:

T 2Mgh+R(3nATA+5TLBTB)
“a R(3na+5ng) ’

dove si sono utilizzati i valori delle capacita term-
cihe cy per i due gas dati nelle eq.(56), ed h &
soluzione del sistema (115).

Conclusioni

In questi “Complementi” abbiamo discusso solo al-
cuni aspetti della Termologia e della Termodinamica,
la scelta dei quali ¢ stata dettata principalmente da
motivazioni di natura didattica. Per i molti argomenti
non trattati, come per esempio la Termodinamica Sta-
tistica, I’Entalpia, i Gas Non-Perfetti, i diagrammi
(T,S) ed i sistemi di Aria Umida, si rimanda il let-
tore ai molti testi in circolazione, alcuni dei quali sono
riportati nella Bibliografia che segue.
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