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0.1. INTRODUZIONE 5

Abstract

In these Notes we discuss, mostly from a pedagogical point of view, some aspects
of Mechanics, with the aim of giving an additional support to the students.

0.1 Introduzione

Lo scopo della Fisica è la comprensione di tutti i fenomeni naturali, attraverso
un insieme di leggi matematiche capaci di darne una descrizione quantitativa,
descrizione che richiede l’introduzione di grandezze quantificabili tramite il con-
fronto con corrispondenti quantità prese come riferimento, dette “unità di misu-
ra”. Naturalmente, vista l’infinità dei fenomeni naturali, ci aspettiamo di dover
utilizzare un numero altrettando grande sia di grandezze “fisiche” che di unità
di misura. Fortunatamente risulta che solo sette sono veramente fondamentali,
tutte le altre essendo esprimibili come loro combinazioni. Queste “grandezze
fondamentali”, con le relative unità di misura espresse nel cosiddetto Sistema
Internazionale (S.I.) sono riportate nella seguente tabella:

Grandezza Simbolo Unità di misura (nel S.I.)
Lunghezza L metro (m)
Massa M chilogrammo (kg)
Tempo t secondo (s)
Intensità di corrente I Ampere (A)
Temperatura T Kelvin (K)
Intensità luminosa Il candela (cd)
Quantità di materia n (Qm) mole (mol)

Per esempio, una velocità è allora: v ∼ [L t−1] ∼ m/s ; un’accelerazione: a ∼
[L t−2] ∼ m/s2 ; una forza: F ∼ ma ∼ [MLt−2] ∼ kgm/s2 ≡ N (Newton);
un’energia (o un lavoro): L ∼ F l ∼ [ML2 t−2] ∼ Nm ≡ J (Joule); una
potenza: P ∼ L/t ∼ [ML2t−3] ∼ J/s ≡ W (Watt); una pressione: p ∼
F/S ∼ [ML−1 t−2] ∼ N/m2 ≡ Pa (Pascal); ma anche una carica elettrica:
q ∼ It ∼ [I t] ∼ As ≡ C (Coulomb), o una differenza di potenziale elettrico:
V ∼ L/q ∼ [ML2 t−3I−1] ∼ J/C ≡ V (Volt), e cos̀ı via.
Le grandezze fisiche, almeno nell’ambito della Fisica Generale1, si differenziano
in “scalari” e “vettoriali”. Quelle scalari sono completamente descritte da una
sola quantità, come il tempo, la massa e la temperatura. Le grandezze vetto-
riali, invece, necessitano di più informazioni, come l’intensità, la direzione e il

1Nei corsi di Fisica più avanzati, è necessario introdurre anche grandezze più complesse,
come quelle tensoriali.
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verso del vettore ad esse associato; ovvero, più semplicemente, di una terna di
quantità, corrispondente alle tre “componenti” del vettore stesso, riferite rispet-
to ad un qualche sistema di assi cartesiano O(x, y, z). Per una trattazione più
approfondita relativa all’algebra e all’analisi vettoriale, rimandiamo il lettore a
quanto esposto nei miei “Complementi di Elettromagnetismo”.

Nei corsi di Fisica Generale, solitamente si usa suddividere la fisica nelle seguenti
parti:

• Meccanica;

• Termodinamica;

• Onde, Oscillazioni e Ottica;

• Elettromagnetismo;

• (Cenni di) Fisica moderna: Elementi di Fisica Quantistica e di Teoria
della Relatività (Ristretta).

Qui ci occuperemo della prima di queste, la Meccanica, che è la branca della
fisica che si occupa dello studio dei corpi “mobili” (sia che siano in moto oppure
in quiete). Essa è divisibile in tre parti distinte:

1. la “Cinematica”: è la parte che si accontenta della sola descrizione dei
moti, senza occuparsi delle cause che li hanno prodotti;

2. la “Statica”: che studia l’equilibrio dei corpi, studiandone le cause (tipi-
camente, le forze agenti sul sistema);

3. la “Dinamica”: sicuramente la parte principale di tutta la Meccanica,
che studia il moto dei corpi (gli effetti) a partire dalle cause (di nuovo,
tipicamente, le forze).

Concordemente con quanto viene fatto nella maggior parte dei testi, anche qui
inizieremo la nostra breve trattazione dalla Cinematica.



Capitolo 1

Cinematica

1.1 Introduzione e Definizioni

Come già detto, la cinematica tratta essenzialmente della descrizione del moto
dei corpi. Per il momento, considereremo soltanto il moto di semplici “punti
materiali”, cioè sistemi le cui dimensioni e struttura interna non hanno alcun
ruolo significativo per lo studio che ci interessa.
Fissata una terna cartesiana O(x, y, z), la posizione di un punto materiale P
nello spazio è determinata da una terna di coordinate P (xP , yP , zP ) , ovvero da

un raggio vettore ~OP ≡ rP = îxP + ĵ yP + k̂ zP , essendo O l’origine della terna
cartesiana scelta, ed î , ĵ , k̂ i versori (vettori unitari) diretti nella direzione
degli assi x, y, z, rispettivamente. Istante per istante il punto materiale potrà
occupare posizioni diverse nello spazio. Quindi il suo raggio vettore sarà una
certa funzione del tempo: r(t) , detta Legge Oraria o Legge del Moto, equivalente
alle seguenti tre equazioni scalari: x = x(t) ,

y = y(t) ,
z = z(t) ,

(1.1)

che costituiscono l’equazione della traiettoria (in forma parametrica). Per otte-
nere la sua espressione cartesiana è sufficiente, se possibile, eliminare il parame-
tro (tempo) t dalle (1.1).
Supponiamo che ad un certo istante t1 il punto materiale si trovi in P1 (di
raggio vettore r1) e ad un certo istante successivo t2 (t2 > t1) in P2 (di raggio

vettore r2); diremo allora che il vettore ~P1P2 = r2 − r1 ≡ ∆r è il “vettore
spostamento”. Tale vettore evidentemente ha modulo uguale alla distanza in
linea d’aria tra i due punti P1 e P2. Il vettore velocità media in tale intervallo
di tempo è allora definito come:

vm(t1; t2) =:
∆r

∆t
, (1.2)

7
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dove ∆t = t2− t1 . Questo vettore ha la stessa direzione di ∆r e lo stesso verso
del moto del punto. La velocità istantanea si ottiene prendendo il limite di vm
per ∆t→ 0 :

v(t) =: lim
∆t→0

vm = lim
∆t→0

∆r

∆t
, (1.3)

che per definizione è proprio la derivata del raggio vettore rispetto al tempo:

v(t) =
dr

dt
≡ ṙ , (1.4)

equivalente naturalmente alle tre equazioni scalari:

vx =
dx

dt
≡ ẋ , vy =

dy

dt
≡ ẏ , vz =

dz

dt
≡ ż . (1.5)

Poiché la velocità istantanea, per sua stessa definizione, è sempre tangente alla
traiettoria in ogni suo punto, possiamo sempre scrivere che:

v = v T̂ , (1.6)

dove T̂ è il versore tangente alla traiettoria nel punto (e all’istante) considerato
e v è il modulo della velocità stessa.
In modo del tutto analogo, si può definire il vettore accelerazione. L’accelera-
zione media è:

am(t1; t2) =:
∆v

∆t
, (1.7)

e quella istantanea ne sarà il limite per per ∆t→ 0 :

a(t) =: lim
∆t→0

am = lim
∆t→0

∆v

∆t
, (1.8)

ovvero:

a(t) =
dv

dt
=
d2r

dt2
≡ v̇ = r̈ . (1.9)

Per comprendere meglio il vettore accelerazione, deriviamo esplicitamente il
vettore velocità istantanea espresso come nell’eq.(1.6); si ha:

a =
d

dt
(v T̂) =

dv

dt
T̂ + v

dT̂

dt
=
dv

dt
T̂ +

v2

ρ
n̂ , (1.10)

dove n̂ è il versore “normale” diretto verso il centro di curvatura (di raggio ρ)
della traiettoria, e dove si è tenuto conto che la derivata di un versore è sempre
perpendicolare al versore stesso, come si evince da quanto segue:

T̂2 ≡ T̂ · T̂ = 1 ⇒ 0 =
d

dt
T̂2 = 2 T̂ · dT̂

dt
⇒ dT̂

dt
∝ n̂ .
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L’equazione (1.10) mostra che, diversamente dal vettore velocità, l’accelerazione
è in generale scomponibile in un’accelerazione tangenziale:

aT =
dv

dt
T̂ , (1.11)

responsabile della variazione del modulo della velocità, e un’accelerazione nor-
male, comunemente detta “centripeta”, diretta verso il centro di curvatura della
traiettoria:

ac =
v2

ρ
n̂ , (1.12)

responsabile della variazione di direzione del moto. Per esempio, in ogni moto
rettilineo può essere presente solo la componente tangenziale aT , mentre in un
moto circolare uniforme è presente solo quella centripeta ac .
Talvolta può anche risultare conveniente trattare il moto introducendo una coor-
dinata “curvilinea”, s , presa lungo la traiettoria stessa, detta anche coordinata
intrinseca; più precisamente, scelta un’origine Os (ed un verso) sulla traiettoria
stessa, possiamo descrivere il moto del nostro punto materiale con una singola
legge oraria:

s = s(t) .

Da questa possiamo definire la velocità media scalare:

vm(t1, t2) =:
∆s

∆t
=
s(t2)− s(t1)

t2 − t1
,

come pure quella istantanea:

v(t) =: lim
∆t→0

vm(t1, t2) = lim
∆t→0

∆s

∆t
=
ds

dt
≡ ṡ .

Naturalmente, essendo |∆s| ≥ |∆r| , si ha che:

|vm(t1, t2)| ≥ |vm(t1, t2)| ,

mentre

v(t) = |v(t)| .

È possibile “invertire” le equazioni precedenti, ricordandosi che l’integrazione è
l’operazione inversa della derivazione. Possiamo allora ottenere la velocità v(t)
dall’accelerazione come:

a(t) =
dv

dt
⇒

∫ v(t)

v0

dv =

∫ t

0

a(t′) dt′ ⇒ v(t) = v0 +

∫ t

0

a(t′) dt′ ,

dove v0 = v(t = 0) è la velocità iniziale. Integrando di nuovo si ottiene infine
la legge oraria:
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v(t) =
ds

dt
⇒

∫ s(t)

s0

ds =

∫ t

0

v(t′) dt′ ⇒ s(t) = s0 +

∫ t

0

v(t′) dt′ ,

dove ovviamente s0 = s(t = 0) indica la posizione (sulla traiettoria) del punto
materiale all’istante t = 0 . Vediamo un esempio esplicito.

1.1.1 Esempio

Un punto materiale vincolato a muoversi su una certa curva γ (i cui punti sono
caratterizzati da una certa coordinata s ) è soggetto alla seguente accelerazione
variabile nel tempo:

a(t) = (1 + 2t+ 3t2) ;

se ne vuole determinare la legge oraria, sapendo che all’istante iniziale t = 0
il punto si trova in s = 0 con velocità v0 = 2 . In questo caso una prima
integrazione ci dà la seguente velocità in funzione del tempo:

v(t) = 2 +

∫ t

0

[1 + 2t′ + 3(t′)2] dt′ = 2 + t+ t2 + t3 .

Integrando di nuovo si ottiene quindi la legge oraria cercata:

s(t) = 0 +

∫ t

0

[2 + t′ + (t′)2 + (t′)3]dt′ = 2t+
t2

2
+
t3

3
+
t4

4
.

Quanto detto si estende direttamente anche al formalismo vettoriale, come
mostra il seguente esercizio.

1.1.2 Esercizio

Un punto materiale, vincolato a muoversi nel piano (x, y) è soggetto alla seguente
accelerazione:

a(t) = (A sinωt) î +B t ĵ .

Se ne determini l’equazione della traiettoria (in forma parametrica), sapendo
che all’istante iniziale t = 0 il punto si trova nell’origine O(0, 0) con velocità

v0 = v0 î .

Svolgimento:

Per integrazione si ottiene:∫ v(t)

v0

dv = v(t)− v0 =

∫ t

0

[(A sinωt′) î +B t′ ĵ] dt′ =

=

[
−A
ω

cosωt′ î +
B (t′)2

2
ĵ

]t
0

=
A

ω
(1− cosωt) î +

B t2

2
ĵ ,

ovvero:
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v(t) =
dr

dt
=

[
v0 +

A

ω
(1− cosωt)

]
î +

B t2

2
ĵ .

Integrando nuovamente si ha:∫ r(t)

r0

dr = r(t)− r0 =

∫ t

0

{[
v0 +

A

ω
(1− cosωt′)

]
î +

B (t′)2

2
ĵ

}
dt′ ,

da cui, essendo r0 = 0 , si arriva direttamente all’equazione parametrica della
traiettoria:

r(t) =

[(
v0 +

A

ω

)
t− A

ω2
sinωt

]
î +

B t3

6
ĵ .

1.2 Il Moto del Proiettile

Altro esempio particolarmente interessante, specialmente dal punto di vista di-
dattico, è lo studio del cosiddetto “moto del proiettile”. Vediamolo in dettaglio,
sempre impiegando il metodo vettoriale visto sopra.
Se si trascurano effetti di attrito nell’aria, un proiettile in volo è soggetto alla sola
forza peso, per cui l’unica accelerazione alla quale è sottoposto è l’accelerazione
(costante) di gravità g (g = 9.81 m/s2), diretta verso il basso. Il moto sarà
allora la composizione di un moto uniforme nella direzione orizzontale (asse x)
e di uno uniformemente accelerato verso il basso (asse −y). L’accelerazione è
quindi:

a =
dv

dt
= g = −g ĵ ,

da cui:

v(t) =
dr

dt
= v0 + g t ,

o, esplicitando le componenti:

v(t) =
dr

dt
= v0 cos θ0 î + (v0 sin θ0 − g t)̂j ,

dove θ0 è l’angolo di sparo. Integrando ancora si ottiene allora:

r(t) = r0 +

∫ t

0

[
v0 cos θ0 î + (v0 sin θ0 − g t′)̂j

]
dt′ =

= (v0 t cos θ0) î + (y0 + v0 t sin θ0 − 1
2g t

2) ĵ ,

avendo supposto che all’istante iniziale (di sparo) il proiettile si trovi nel punto
P0(0, y0) . Questo risultato significa che, in forma parametrica, l’equazione della
traiettoria è data dalle:
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{
x(t) = v0 t cos θ0 ,
y(t) = y0 + v0 t sin θ0 − 1

2g t
2 ;

eliminando il tempo t se ne ottiene la forma cartesiana:

y(x) = y0 + x tan θ0 −
g

2 v2
0 cos2 θ0

x2 ,

che è l’equazione di una parabola, il cui vertice rappresenta il punto di massima
altezza. Calcoliamoci il tempo di volo τ , cioè il tempo (> 0) in cui il proiettile
torna al suolo:

y(t = τ) = 0 = y0 + v0 τ sin θ0 −
1

2
g τ2 ,

da cui si ottiene:

τ =
v0 sin θ0

g
+

√(
v0 sin θ0

g

)2

+
2 y0

g
,

avendo scartato, ovviamente, la soluzione negativa (τ < 0). La gittata del
proiettile è la distanza (in orizzontale) xG (> 0) tra il punto di lancio e il punto
di impatto col terreno:

xG = x(y = 0) = x(t = τ) = v0 τ cos θ0 =

=
v0

2 sin 2θ0

2 g

(
1 +

√
1 +

2 g y0

(v0 sin θ0)2

)
.

L’altezza massima hmax corrisponde invece alla y calcolata all’istante ( t̄ ) in
cui si annulla la componente verticale della velocità. Tale istante risulta essere:

vy(t̄) = 0 = v0 sin θ0 − g t̄ ⇒ t̄ =
v0 sin θ0

g
,

da cui quindi si ottiene:

hmax = y(t = t̄) = y0 + v0 t̄ sin θ0 −
1

2
g t̄2 = y0 +

(v0 sin θ0)2

2 g
.

1.3 Il Moto Circolare Uniforme

Altro particolare moto piano, semplice e didatticamente importante, è il “moto
circolare uniforme”. In questo caso il punto materiale percorre una traiettoria
circolare a velocità (di modulo) costante. Impiegando coordinate polari (r , θ)
possiamo esprimere il raggio vettore come segue:

r(t) = r r̂ = îx+ ĵ y = r (̂i cos θ + ĵ sin θ) . (1.13)
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L’uniformità del moto sulla traiettoria implica che θ̇ ≡ ω = costante , da cui,
per integrazione, possiamo scrivere la legge oraria per l’angolo polare:

θ(t) = ω t+ φ , (1.14)

essendo φ = θ(t = 0) l’angolo all’istante iniziale t = 0.
La velocità si ottiene derivando l’eq.(1.13) rispetto al tempo; tenendo conto che
per un moto circolare ṙ = 0 , si ottiene:

v(t) = r θ̇ (−î sin θ + ĵ cos θ) ≡ r θ̇ θ̂ = ω ∧ r ,

dove θ̂ (= −î sin θ + ĵ cos θ ) è il versore tangente alla circonferenza e si è
introdotto il “vettore velocità angolare” definito come:

ω =: θ̇ (r̂ ∧ θ̂) ≡ θ̇ k̂ .

Derivando nuovamente, otteniamo infine l’accelerazione:

a = v̇ = r θ̈ θ̂ + r θ̇
˙̂
θ = −r θ̇2 r̂ = −ω2 r ≡ ac ,

essendo nulla l’accelerazione angolare θ̈ nell’ipotesi di moto uniforme. Come
c’era da aspettarsi, l’unica componente di a è quella centripeta (1.12). Il periodo
è il tempo impiegato dal punto materiale a compiere un giro completo, e può
essere determinato con la seguente formula:

T =
2π

ω
. (1.15)

1.4 Il Moto Armonico

Il Moto Armonico può essere definito come la proiezione di un moto circolare
uniforme su uno degli assi cartesiani. Utilizzando quindi le formule del §1.3,
vediamo che la corrispondente legge oraria può essere espressa dalla seguente
equazione:

x(t) = î · r(t) = A cos(ω t+ φ) , (1.16)

dove abbiamo sostituito il raggio r con la generica ampiezza A del moto; anche
ω e φ acquistano denominazioni nuove rispetto al moto circolare: la prima è
detta pulsazione e la seconda costante di fase. Calcoliamoci anche in questo
caso velocità ed accelerazione; derivando la (1.16) rispetto al tempo t si trova:

v(t) = ẋ(t) = −Aω sin(ω t+ φ) ,
a(t) = ẍ(t) = −Aω2 cos(ω t+ φ) = −ω2 x(t) .

(1.17)

La seconda di queste formule è anche nota come “equazione armonica”. Si tratta
di un’equazione differenziale del secondo ordine lineare a coefficienti costanti1,

1Per una breve esposizione sulle equazioni differenziali vedasi, per esempio, il capitolo 3
dei miei Complementi di Analisi Matematica.
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la cui soluzione generale può infatti essere scritta nella forma (1.16), con A e
φ costanti di integrazione arbitrarie. Inoltre, la stessa equazione ci permette
anche di sapere quale tipo di forza può causare un moto armonico; infatti, dalla
seconda legge di Newton, si ottiene:

F = ma = −mω2 x ≡ −K x , (1.18)

che è, come noto, la formula che esprime, attraverso la “legge di Hooke”, la forza
elastica esercitata da una molla (ideale) quando viene compressa o allungata di
un tratto x .



Capitolo 2

Dinamica

2.1 Le Leggi della Dinamica di Newton

Durante un lungo periodo di gestazione di almeno tre secoli, dal periodo dei
“Calculatores” di Oxford1 e dei Maestri di Parigi2, la Filosofia Naturale, e la
Meccanica in particolare, si allontanarono gradualmente dalle idee e dai princ̀ıpi
della “Fisica Aristotelica”, princ̀ıpi che avevano dominato per oltre quindici se-
coli la cultura scientifica. Come è ben noto, questi nuovi sviluppi sfociarono tra
la seconda metà del 500 e la prima metà del 600 nella cosiddetta “Rivoluzione
Scientifica”. Le tappe possono essere contrassegnate da alcuni dei testi più signi-
ficativi sull’argomento: Niccolò Tartaglia (La Nova Scientia; 1537), Francesco
Buonamici3 (De Motu; 1591), Giovan Battista Benedetti (Demonstratio Pro-
portionum Motuum Localium contra Aristotelem et omnes Philosophos; 1554),
Galileo Galilei (Discorsi e Dimostrazioni Matematiche, intorno a due nuove
scienze attenenti alla Mecanica & i Movimenti Locali; 1638). Ma la vera na-
scita della “Meccanica Classica” fu sicuramente la pubblicazione a Londra nel
1687 di quello che probabilmente può essere considerato il libro simbolo della
Rivoluzione Scientifica, almeno per quanto concerne le scienze fisiche4, il Philo-
sophiae Naturalis Principia Mathematica da parte di Isaac Newton. In questo
libro vengono gettate le basi della Fisica-Meccanica, come ancora oggi vengono
insegnate e studiate nelle scuole e nelle Università di tutto il mondo. Oltre a
ciò, nel libro viene anche percorso il primo tratto di strada verso l’Unificazione
di tutte le leggi che descrivono l’Universo, obiettivo che i fisici continuano ad

1Un gruppo di filosofi naturali e matematici attivi nel XIV◦ secolo al Merton College, che
svilupparono importanti idee, specialmente nel contesto della cinematica, tra cui spiccano
Bradwardine, Swineshead, Heytesbury. Per una estesa esposizione degli sviluppi storici della
Meccanica nel medioevo si veda: M. Clagett, La Meccanica nel Medioevo, Feltrinelli.

2In particolare, G. Buridano, N. Oresme e Alberto di Sassonia, anch’essi vissuti nel XIV◦

secolo.
3(n. 1533 - m. 1603) fu Professore di Galileo a Pisa.
4Lo stesso ruolo che può avere il Vesalio (De Humani Corporis Fabrica; 1543) per l’a-

natomia e la medicina, o il Copernico (De Revolutionibus Orbium Coelestium; 1543) per
l’Astronomia.

15
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inseguire ancora oggi. Infatti, Newton riusc̀ı ad unificare le leggi che descrivono
la caduta dei gravi qui sulla Terra con quelle che spiegano il moto dei corpi
celesti, attraverso la sua “Teoria della Gravitazione Universale”.
In questo breve excursus storico val forse la pena di fornire gli enunciati dei
famosi Tre Princ̀ıpi della Dinamica nella loro forma originale5:

• Lex. I.: Corpus omne perseverare in statu suo quiescenti vel movendi
uniformiter in directum, nisi quatenus a viribus impressis cogitur statum
illum mutare.

• Lex. II.: Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impres-
sae, & fieri secundum lineam rectam qua vis illa imprimitur.

• Lex. III.: Actioni contrariam semper & aequalem esse reactionem:
sive corporum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales & in
partes contrarias dirigi.

La forma con cui vengono esposte oggi è quasi la traduzione alla lettera di
quanto scritto in latino da Newton:

• Primo Principio: Un corpo permane in stato di quiete o continua
a muoversi di moto rettilineo uniforme fintantoché non intervengono forze
esterne che ne modificano lo stato di moto.

• Secondo Principio: La risultante F delle Forze esterne agenti su
un corpo è uguale al prodotto della sua massa m per l’accelerazione a
che caratterizza il suo moto:

F = ma . (2.1)

• Terzo Principio: Ad ogni forza (Azione) esercitata da un corpo A su
un corpo B, corrisponde una forza (Reazione) di quest’ultimo sul primo
di eguale intensità e direzione, ma verso opposto:

F(A→ B) = −F(B → A) . (2.2)

Fondamentalmente, potremmo dire che la risoluzione di problemi di dinamica
consiste nel risolvere un insieme di equazioni del tipo (2.1), dette “equazioni del
moto”, che matematicamente sono equazioni differenziali del secondo ordine nel-
le coordinate che descrivono la configurazione spaziale del sistema. Le soluzioni
forniscono le leggi orarie, attraverso le quali è possibile conoscere le posizioni di
tutti i corpi ad ogni istante. Purtroppo, però, solo pochi sistemi risultano essere
integrabili, per cui spesso ci dobbiamo accontentare, per esempio, di riuscire a
prevedere le velocità in funzione della posizione, senza poter dire alcunché sulle
loro dipendenze temporali.

Tipicamente, nei problemi di dinamica che vengono trattati nei corsi di Fisica
Generale, sono presenti le seguenti forze:

5Isaac Newton (Philosophiae Naturalis Principia Mathematica; 1687), pagg. 12-13.
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• la forza peso: mg ; essendo m la massa e g l’accelerazione di gravità
incontrata precedentemente;

• la forza elastica: Fe = −K ∆l , (Legge di Hooke), dove K è detta costante
elastica della molla e ∆l = l − l0 l’allungamento (o compressione) della
molla stessa;

• la reazione vincolare: N , detta anche “Forza Normale”, (che nel caso di
un semplice appoggio è perpendicolare al piano tangente, diretta quindi
nella direzione della stessa coordinata vincolata;

• la forza di attrito statico: Fs ≤ µsN , dove µs è un numero adimensiona-
le, detto coefficiente di attrito statico, ed N è l’intensità della “reazione
vincolare”;

• la forza di attrito dinamico: Fd = µdN ; in questo caso µd è detto
coefficiente di attrito dinamico;

• la tensione T delle corde che possono unire o comunque collegare le varie
parti di un sistema.

2.2 Sistemi non-inerziali e Forze d’Inerzia

Prima di proseguire nella nostra esposizione dei princ̀ıpi fondamentali della Mec-
canica è necessaria un’ importante precisazione: la legge di Newton (2.1), con
F la risultante delle forze esterne agenti sul sistema, è corretta solo se riferita ri-
spetto ad un Sistema di Riferimento “Inerziale”, cioè non accelerato. Un tempo
si associava l’inerzialità di un sistema di riferimento alla mancanza di accelera-
zione rispetto al “Sistema delle Stelle Fisse”. Ma oggi sappiamo benissimo che,
in realtà, non esiste alcun sistema reale che non sia in qualche modo accelerato:
le stelle della nostra Galassia, incluso il Sole, ruotano attorno al centro galatti-
co, ma anche quest’ultimo sta accelerando insieme all’intero Gruppo Locale di
galassie verso l’ammasso che vediamo nella costellazione della Vergine6, e cos̀ı
via... Senz’altro non possiamo individuare un vero centro dell’Universo, che si
possa ritenere veramente inerziale. Detto ciò, dobbiamo correggere la nostra fra-
se precedente e dire che la legge di Newton (2.1) è valida solo se riferita rispetto
ad un sistema di riferimento che per il problema che stiamo studiando possa
ritenersi “ragionevolmente” inerziale, nel senso che sono comunque trascurabili
gli effetti dell’accelerazione del sistema di riferimento stesso; la stanza in cui sto
scrivendo, per esempio, può ritenersi inerziale per lo studio della caduta della
penna dalla mia scrivania, ma non potrebbe ritenersi tale se pensassi di lanciare
un missile in orbita dalla finestra, poiché in tal caso sarebbero importanti gli ef-
fetti della rotazione terrestre! Vediamo un altro esempio. È esperienza comune
il sentirsi spinto indietro se siamo in piedi su un treno in partenza... o spinti
in avanti quando il treno frena all’avvicinarsi della stazione di arrivo. Eppure

6detto “Superammasso Locale”.
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potremmo dire che “nessuno” (nessun altro corpo) ci ha veramente spinto. Ed
è vero. Le forze reali sono sempre l’effetto dell’interazione di altri corpi, non per
niente sappiamo che esse sono sempre riconducibili in qualche modo alle sole
quattro “Forze Fondamentali”: quella gravitazionale, quella elettromagnetica, e
le due forze nucleari (a corto raggio), forte e debole. Ma allora che cos’è che ci
ha spinto? In effetti, non è una vera forza, nel senso che non è dovuta ad alcuna
interazione (tra corpi); è piuttosto un “termine correttivo” necessario per poter
usare la legge di Newton (2.1) anche quando scegliamo un sistema di riferimento
non-inerziale, rispetto al quale altrimenti essa non sarebbe corretta. Alla luce
di tutto ciò si rende quindi necessario vedere come introdurre in generale questa
correzione.
Consideriamo per esempio un sistema di riferimento che possa ritenersi ragione-
volmente inerziale per il problema che vogliamo studiare; tale sistema, definito
da una terna cartesiana O(x, y, z) può essere definito “assoluto”; sia quindi
O′(x′, y′, z′) un altro sistema di riferimento, in moto arbitrario rispetto al pre-
cedente; tale sistema sarà allora detto “relativo”. Si voglia confrontare il moto
di un certo punto materiale P , osservato nei due sistemi di riferimento. Una
evidente identità vettoriale ci permette di scrivere che:

~OP = ~OO′ + ~O′P ;

che, se derivata rispetto al tempo ci porta a:

vP − vO = (vO′ − vO ) + vP
′ ,

dove vP
′ = d

dt
~O′P è la velocità di P “relativa” al sistema O′ . Semplificando,

si arriva perciò alla seguente relazione:

vP = vO′ + vP
′ ,

essendo vO′ la velocità di “trascinamento” del sistema in moto. Un’ulteriore
derivazione ci dà infine la corrispondente relazione tra le accelerazioni:

aP = aO′ + aP
′ . (2.3)

Poiché il sistema assoluto O è inerziale, rispetto ad esso la dinamica del sistema
(il punto materiale P ) è descritta dalla legge di Newton (2.1), per cui deve
valere:

maP = F ,

con F la risultante delle forze vere esterne agenti su P . Sostituendo il risultato
(2.3), si ottiene quindi:

F = maO′ +maP
′ ,

per cui possiamo dire che la corretta legge della dinamica nel sistema non-
inerziale O′ assume la seguente forma:
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maP
′ = F + Fin , (2.4)

dove si è interpretato il termine “correttivo” come l’azione di extra forze ag-
giuntive, dette “forze d’inerzia”, la cui generica espressione è:

Fin = −maO′ . (2.5)

L’azione di queste forze, che talvolta vengono anche dette “fittizie” o “apparen-
ti”, è il prezzo da pagare per poter descrivere il sistema dinamico rispetto ad un
sistema di riferimento che non è inerziale. L’eq.(2.5) mostra come in generale
esse siano sempre opposte all’accelerazione di trascinamento di tale sistema; è
questo il motivo per cui, quando il treno accelera noi ci sentiamo spinti indietro,
mentre ci sentiamo spinti in avanti quando il treno decelera. Ed ancora, per lo
stesso motivo, se il sistema di riferimento è soggetto ad una rotazione, e quindi
ad una accelerazione di tipo centripeto (1.12), il sistema dinamico, oltre alle
altre forze eventualmente presenti, è soggetto anche alla forza d’inerzia associa-
ta a tale accelerazione; questa forza, detta “centrifuga”, avendo verso opposto
rispetto all’accelerazione centripeta, è diretta radialmente verso l’esterno, ed ha
intensità

Fcf =
mv2

ρ
, (2.6)

essendo ρ il raggio di curvatura e v la velocità del punto materiale in quel dato
istante.
Se l’eq.(2.4) è quindi la Legge della Dinamica in un generico sistema di riferi-
mento, anche non-inerziale, non ci resta che esplicitare la forma più generale del
termine aggiuntivo costituito dalle forze d’inerzia, ovvero, in virtù della (2.5),
dell’accelerazione di trascinamento aO′ . Il modo più semplice per ottenere tale
risultato è il seguente. Consideriamo il generico moto (piano) di O′ , espresso
in coordinate polari come abbiamo fatto al §1.3; eliminando per semplicità di
scrittura l’apice, e ricordando che adesso la variabile radiale r non è più neces-
sariamente costante, possiamo ottenere la generica velocità (nel piano) di O′

derivando rispetto al tempo l’eq.(1.13):

ṙ = v = ṙ r̂ + r ˙̂r = ṙ r̂ + r θ̇ θ̂ =
= ṙ r̂ + ω ∧ r ,

(2.7)

dove si sono utilizzati alcuni risultati già ottenuti nel §1.3; il primo termine a
sinistra è la velocità radiale, mentre il secondo è quella tangenziale. Derivando
ancora si ottiene l’accelerazione cercata:

a = v̇ ≡ r̈ = r̈ r̂ + ṙ ˙̂r + ṙθ̇ θ̂ + r θ̈ θ̂ + r θ̇
˙̂
θ =

= r̈ r̂ + 2 ṙ θ̇ θ̂ + r θ̈ θ̂ − r θ̇2 r̂ =
= r̈ r̂− ω2 r + 2ω ∧ vr + ω̇ ∧ r .

(2.8)

Il primo termine è la comune accelerazione radiale-traslazionale, il secondo è
l’accelerazione centripeta (1.12) vista in precedenza, il terzo termine è detto
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“accelerazione di Coriolis” (con vr = ṙ r̂ ) e l’ultimo è presente solo nel caso in
cui il sistema relativo sia caratterizzato da una rotazione non-uniforme rispetto
a quello assoluto (inerziale).
Dall’eq.(2.5) otteniamo pertanto la seguente generica espressione per le forze
d’inerzia:

Fin = −m r̈ r̂ +mω2 r + 2mvr ∧ ω +m r ∧ ω̇ . (2.9)

Il secondo termine è la Forza centrifuga già data nella (2.6), mentre il terzo è la
Forza di Coriolis. Nel prossimo esempio vedremo un’interessante applicazione
di quanto visto in questo paragrafo.

2.2.1 Esempio: La Caduta dei Gravi (Prima Parte)

In questo esempio vogliamo studiare la caduta di un grave dall’alto di una torre
alta h situata in un luogo di latitudine θ, alla luce dei risultati ottenuti nel
paragrafo precedente §2.2.
Trascurando l’attrito dell’aria, l’unica forza vera agente sul grave in caduta libera
è la forza di gravità. Il sistema di riferimento “fisso”, considerato inerziale7 è
quello solidale col centro della Terra, con l’asse z (di versore k̂ ) coincidente
con l’asse terrestre e diretto verso il polo Nord. Il sistema “relativo”, invece,
è il sistema solidale con la superficie terrestre con origine O′ ai piedi della
torre, esattamente sulla verticale del punto di caduta, ed assi x∗ , y∗ , z∗ , cui
corrispondono i versori î∗ , ĵ∗ , k̂∗ , rispettivamente. L’asse z∗ sia diretto verso
lo zenith (locale), cioè verticalmente verso l’alto rispetto al punto di caduta del
grave, mentre l’asse x∗ è diretto verso la direzione del Sud locale, nel piano
dell’orizzonte; l’asse y∗ è allora diretto necessariamente nella direzione dell’Est
locale, sempre nello stesso piano. A causa della rotazione terrestre attorno al
proprio asse, il sistema relativo è “non-inerziale”, caratterizzato da una velocità
angolare ω = ω k̂ diretta verso l’asse z del sistema fisso e di modulo ω = 2π

Td
(con Td = 24 ore).
In conseguenza della non-inerzialità del sistema relativo (mobile), l’equazione
del moto del grave riferita ad esso deve essere scritta nella forma (2.4), con l’in-
clusione cioè delle forze d’inerzia (2.9). In particolare, nella presente situazione
sono presenti solo la forza centrifuga e quella di Coriolis. La prima, diretta
radialmente verso l’esterno rispetto all’asse (z) di rotazione terrestre, può essere
espressa nel sistema relativo come:

Fcf = mω2 (R+ z∗) cos θ (k̂∗ cos θ + î∗ sin θ) , (2.10)

dove si è tenuto conto che la distanza (variabile) dall’asse di rotazione è (R +
z∗) cos θ . Questa formula ci suggerisce già che l’effetto di questa forza d’inerzia
sarà una deviazione verso il Sud (locale) rispetto alla verticale. D’altra parte, la
forza di Coriolis, essendo il terzo termine dell’eq.(2.9), nel sistema relativo può
essere scomposta come segue:

7Si trascurano gli effetti dovuti al moto di rivoluzione della Terra attorno al Sole.
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Fcor = 2mvr ∧ ω = 2m ż∗ k̂∗ ∧ k̂ω =

= 2m ż∗ ω k̂∗ ∧ (−î∗ cos θ + k̂∗ sin θ) =

= −2mω ż∗ cos θ ĵ∗ .

(2.11)

Poiché durante la caduta del grave verso il basso si ha ż∗ < 0 , vediamo che
la Forza di Coriolis, variabile durante il moto, è diretta verso +y∗ , e causerà
quindi una deviazione dalla verticale verso l’Est locale. In definitiva, pertanto,
l’effetto complessivo delle due forze d’inerzia è uno spostamento del grave in
caduta verso Sud-Est rispetto alla verticale.
Per ottenere risposte quantitative dobbiamo integrare l’equazione del moto, che
nel sistema relativo è, per quanto detto, la seguente8:

ma′ = FG + Fcf + Fcor =

= − GMm

(R+ z∗)2
k̂∗ +mω2(R+ z∗) cos θ (k̂∗ cos θ + î∗ sin θ)− 2mω ż∗ cos θ ĵ∗,

(2.12)
dove G = 6.67 · 10−11Nm2/kg2 è la Costante di Gravitazione Universale ed
M è la massa della Terra (M = 5.97 · 1024 kg). Questa equazione vettoriale è
equivalente alle seguenti tre equazioni scalari:

ẍ∗ = ω2 (R+ z∗) sin θ cos θ ,
ÿ∗ = −2ω cos θ ż∗ ,

z̈∗ = − GM

(R+ z∗)2
+ ω2 (R+ z∗) cos2 θ .

(2.13)

Poiché z∗ ≤ h � R e ω2R � g (essendo g = GM/R2 = 9.81m/s2 l’accele-
razione di gravità sulla superficie terrestre) in prima approssimazione possiamo
scrivere queste equazioni in una forma un po’ più semplice: ẍ∗ = 1

2 ω
2R sin 2θ ,

ÿ∗ = −2ω cos θ ż∗ ,
z̈∗ = −g .

(2.14)

Nell’Approfondimento che segue faremo alcune considerazioni sulle approssima-
zioni qui introdotte, valutando l’entità delle correzioni che potremmo apportare
ai risultati che ora otterremo.
L’integrazione della terza delle eq.(2.14), con le condizioni iniziali z∗(t = 0) =
h , ż∗(t = 0) = 0 , porta ai seguenti risultati:{

ż∗(t) = −g t ,
z∗(t) = h− 1

2 g t
2 ,

(2.15)

che sono infatti le ordinarie leggi della caduta dei gravi. Utilizzando quindi
l’espressione ottenuta per ż∗ nella seconda delle eq.(2.14), si ha:

8Utilizziamo l’espressione della forza di Gravitazione Universale di Newton per esprimere
la forza peso del grave, per tener conto della variazione dell’accelerazione di gravità al va-
riare della quota; ciò perché i suoi effetti, come mostreremo nel §2.2.2, risultano essere più
importanti di quelli dovuti alla stessa rotazione terrestre (cioè, alla forza centrifuga).
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ÿ∗ = 2ω g t cos θ , (2.16)

la cui diretta integrazione (con le condizioni iniziali y∗(t = 0) = ẏ∗(t = 0) = 0)
dà: {

ẏ∗(t) = ω g t2 cos θ ,

y∗(t) =
1

3
ω g t3 cos θ .

(2.17)

Infine, dalla prima delle (2.14) si ottiene (con le stesse condizioni iniziali: x∗(t =
0) = ẋ∗(t = 0) = 0 ): 

ẋ∗(t) =
1

2
ω2R t sin 2θ ,

x∗(t) =
1

4
ω2R t2 sin 2θ .

(2.18)

Le formule (2.18), (2.17), (2.15) rappresentano l’equazione della traiettoria del
grave in caduta libera in forma parametrica. Per calcolare il Tempo di caduta t̃
e le coordinate (x̃∗ , ỹ∗ , z̃∗ ) del Punto d’Impatto P̃ è sufficiente porre in queste
equazioni z∗(t = t̃) = z̃∗ = 0 . Si ottengono cos̀ı quantitativamente le deviazioni
dalla verticale dovute alle due forze d’inerzia:

x̃∗ =
ω2Rh sin 2θ

2 g
,

ỹ∗ =
2

3

√
2h3

g
ω cos θ ;

(2.19)

la prima verso il Sud (locale) e la seconda verso Est. Il loro rapporto è quindi:

ỹ∗
x̃∗

=
2
√

2 g h

3ωR sin θ
=

Td
√

2 g h

3π R sin θ
. (2.20)

Inserendo i dati, R = 6367 km per il raggio della Terra, e Td = 24h = 24 ·
3600 s per il suo periodo di rotazione, troviamo che la deviazione verso Sud
è predominante rispetto a quella verso Est, a meno di trorvarsi estremamente
vicino all’equatore. Per esempio, per cadute di gravi da altezze h ∼ 50m , le
due deviazioni risultano essere dello stesso ordine solo per latitudini |θ| ≤ 3◦ .
Alle nostre latitudini (θ ∼ 45◦) si trova addirittura che tale predominanza degli
effetti centrifughi su quelli dovuti alla forza di Coriolis si ha almeno fino ad
altezze di caduta dell’ordine dei 10000 m, tipiche quote di volo degli aerei di
linea:

ỹ∗
x̃∗
'
√
h(m)

12000
. (2.21)

La prima delle eq.(2.19) rivela anche che il rapporto tra la deviazione verso Sud
e l’altezza dalla quale cade il grave è costante:



2.2. SISTEMI NON-INERZIALI E FORZE D’INERZIA 23

x̃∗
h

=
2π2R sin 2θ

g Td
2 ; (2.22)

per esempio, di nuovo alla latitudine di 45◦ , troviamo:

x̃∗
h

=
2π2R

g Td
2 ' 1.7 · 10−3 , (2.23)

ovvero una deviazione di meno del 2% rispetto all’altezza!

2.2.2 Esempio: La Caduta dei Gravi (Approfondimento)

Con motivazioni essenzialmente didattiche, vogliamo qui studiare più da vicino
il sistema di equazioni (2.13), ed in particolare quella che descrive il moto del
grave nella direzione verticale (z∗ ):

z̈∗ = − GM

(R+ z∗)2
+ ω2 (R+ z∗) cos2 θ , (2.24)

mostrando come in prima approssimazione si giunga alla semplice soluzione
(2.15), che è l’ordinaria legge del moto uniformemente accelerato. Come già
anticipato, risulta che nella correzione a tale risultato gli effetti dovuti alla
variazione dell’accelerazione di gravità con la quota z∗ sono più importanti di
quelli dovuti alla forza centrifuga. Vediamo perché. Poiché per ogni ragionevole
altezza di caduta h si ha che z∗ ≤ h � R , possiamo sviluppare in serie e
linearizzare l’espressione del primo termine9 a destra nell’eq.(2.24), ottenendo10:

Gz∗ = − GM

(R+ z∗)2
= − GM

R2
(
1 + z∗

R

)2 = −g
(

1 +
z∗
R

)−2

'

' −g
(

1− 2 z∗
R

)
.

(2.25)

In questo modo l’eq.(2.24) diventa una semplice equazione differenziale lineare
del secondo ordine a coefficienti costanti:

z̈∗ −
[

2 g

R
+ (ω cos θ)2

]
z∗ = −

[
g − (ω cos θ)2R

]
. (2.26)

Poiché g/ω2R ' 291.3 � 1 , ad ogni latitudine θ i due secondi termini all’in-
terno delle parentesi quadre possono essere trascurati, confermando il fatto che
almeno per il moto lungo z∗ gli effetti delle forze d’inerzia non danno correzioni
rilevanti. A questo punto, l’eq.(2.25) assume la forma:

z̈∗ −
2 g

R
z∗ = −g . (2.27)

9Si tratta della componente z∗ del cosiddetto “Campo Gravitazionale” (G = FG/m):

Gz∗ = G · k̂∗ .
10Si ricorda che, al primo ordine, (1 ± x)α ' 1 ± αx + O(x) . Vedasi, per esempio, i miei

Complementi di Analisi Matematica, cap. 1.
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Seguendo la procedura standard per la risoluzione di questo tipo di equazioni
differenziali11 scriviamoci l’equazione omogenea ad essa associata:

z̈∗o −
2 g

R
z∗o = 0 , (2.28)

per la quale l’equazione (algebrica) caratteristica:

λ2 − 2 g

R
= 0 (2.29)

ammette due soluzioni reali distinte: λ1(2) = ±
√

2 g/R ≡ ±Γ . La sua soluzione
generale è allora:

z∗o(t) = AeΓ t +B e−Γ t , (2.30)

dove A e B sono costanti di integrazione. Poiché il termine noto nella (2.27) è
costante (−g), una soluzione particolare z∗P della (2.27) può pure essere una
funzione costante, per cui troviamo (con z̈∗P = 0): z∗P = R/2 . La soluzione
generale dell’equazione completa (2.27), essendo la somma della soluzione ge-
nerale dell’omogenea associata e di una soluzione particolare, può allora essere
scritta come:

z∗(t) = z∗o(t) + z∗P = AeΓ t +B e−Γ t +
R

2
. (2.31)

Per ottenere la soluzione definitiva dobbiamo trovare le costanti di integrazione
A e B imponendo le condizioni iniziali: z∗(0) = h , ż∗(0) = 0 . Si ha quindi:

z∗(0) = h = A+B +
R

2
. (2.32)

Inoltre, derivando (rispetto al tempo t) la soluzione (2.31) e ponendo t = 0:

ż∗(t) = Γ
(
AeΓ t −B e−Γ t

)
⇒ ż∗(0) = Γ (A−B) = 0 ⇒ A = B . (2.33)

Dalla (2.32) si trova quindi:

A = B =
1

2

(
h− R

2

)
, (2.34)

cosicché la soluzione che descrive il moto del grave nella direzione verticale locale
può scriversi:

z∗(t) =

(
h− R

2

)
cosh(Γ t) +

R

2
, (2.35)

(dove Γ =
√

2 g/R ).

11Vedasi di nuovo, per esempio, quanto esposto nel cap. 3 dei già citati Complementi di
Analisi Matematica.
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Cerchiamo di valutare il tempo di caduta t̃ . Essendo sempre h � R si ha al
primo ordine (vedi nota 10):

z∗(t̃) = 0 ⇒ cosh(Γ t̃) =

(
1− 2h

R

)−1

' 1 +
2h

R
,

cosicché possiamo concludere che sia sempre Γ t̃� 1 . In questo modo possiamo
sviluppare in serie anche il coseno iperbolico, ottenendo:

cosh(Γ t̃) = 1
2

(
eΓ t̃ + e−Γ t̃

)
' 1

2

[
1 + Γ t̃+ (Γ t̃)2

2 + . . .+ 1− Γ t̃+ (Γ t̃)2

2 + . . .
]
'

' 1 + Γ2 t̃2

2 + . . . ' 1 + 2h
R ,

da cui ritroviamo il risultato classico per il tempo di caduta di un grave:

t̃ =

√
2

Γ2

2h

R
=

√
2
R

2 g

2h

R
=

√
2h

g
. (2.36)

Allo stesso modo, possiamo mostrare cha anche la stessa legge oraria lungo z∗
si riduce alla formula caratteristica del moto uniformemente accelerato (2.15):

z∗(t) =
R

2
+

1

2

(
h− R

2

) (
eΓ t + e−Γ t

)
'

' R

2
+

1

2

(
h− R

2

) [
1 + Γ t+

(Γ t)2

2
+ . . .+ 1− Γ t+

(Γ t)2

2
+ . . .

]
'

' R

2
+

(
h− R

2

) (
1 +

1

2
Γ2 t2

)
=

' R

2
+ h− R

2
+

(
h− R

2

)
1

2

2 g

R
t2 =

' h− 1
2 g t

2 .
(2.37)

2.3 Statica

La Statica è la parte della meccanica che studia l’equilibrio dei corpi. Un Sistema
Meccanico è detto in equilibrio in un certo sistema di riferimento se, rispetto ad
esso, la sua accelerazione è nulla, ovvero se è in quiete o se si muove di moto
rettilineo e uniforme. Dallo stesso “Principio d’Inerzia”, o ancor meglio dalla
seconda legge della dinamica, vediamo che condizione necessaria per avere uno
stato di equilibrio è che la somma di tutte le forze esterne agenti sul sistema sia
nulla:

F =
∑
i

F(ext)i = 0 . (2.38)
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Questa è detta “Prima equazione Cardinale della Statica”. In realtà, questa
condizione garantisce solo l’equilibrio rispetto alle “traslazioni’, per cui non è
di per sé sufficiente. Per avere equilibrio dobbiamo aggiungere una condizione
ulteriore, relativa alla possibilità di rotazioni del sistema. Se le forze sono le
cause delle accelerazioni traslazionali, i “Momenti delle Forze” lo sono per quelle
rotazionali. Vediamone la definizione: il Momento rispetto ad un punto O
(detto polo) di una Forza F applicata in un punto P è il vettore (assiale):

MO =: ~OP ∧ F . (2.39)

Il suo modulo è dato dal prodotto dell’intensità della forza, F , per il cosiddetto
“braccio”, b , che è la distanza tra la retta direttrice12 della forza F ed il polo
O . Per questo motivo, spesso, nelle applicazioni e negli esercizi si utilizza la
seguente formula scalare:

MO =: ±F b , (2.40)

dove, per convenzione, si sceglie il segno “ + ” se la rotazione indotta dalla forza
(ovvero, dal suo Momento) è antioraria, il segno “ - ” se è oraria.

Proprietà spesso utile nello svolgimento dei problemi di statica è l’indipendenza
del “Momento totale” dalla scelta del polo O. Infatti, scegliendo un nuovo polo
O′ , abbiamo:

MO′ =
∑
i
~O′P i ∧ Fi =

∑
i(

~O′O + ~OP i) ∧ Fi =

= ~O′O ∧
∑
i Fi +

∑
i
~OP i ∧ Fi ≡MO ,

(2.41)

dove si è tenuto conto che il primo termine si annulla in virtù della (2.38).

A questo punto possiamo concludere che la condizione necessaria per avere anche
equilibrio rotazionale è che sia nulla la somma di tutti i momenti delle forze
(esterne):

MO =
∑
i

MiO =
∑
i

~OP i ∧ F(ext)i = 0 . (2.42)

Questa è la “Seconda Equazione Cardinale della Statica”, ed insieme alla (2.38)
costituisce il sistema di equazioni attraverso il quale determinare le configura-
zioni di equilibrio di un sistema meccanico, come mostreremo nell’esercizio che
segue, proposto solo a titolo esemplificativo.

12La retta direttrice di una forza è semplicemente la retta su cui giace il vettore F che la
rappresenta.
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2.3.1 Esercizio

Una scala di massa m e lunghezza L, avente N pioli, è appoggiata (nel suo
punto estremo B) ad una parete liscia verticale. L’altro estremo A è invece a
contatto col piano orizzontale; tra piano e scala è presente una forza di attrito
(statico) caratterizzata da un coefficiente µs . L’angolo (acuto) tra scala e piano
orizzontale sia α. Con i dati a disposizione si determini:

1. il massimo numero n di pioli che può salire un uomo di massa M , senza
far cadere la scala;

2. quanto sarebbe dovuto essere il minimo coefficiente di attrito statico µ̃s
per permettere all’uomo di salire fino in cima alla scala (cioè tutti gli N
pioli)?

Svolgimento:

Nel problema proposto c’è solo una Fase Temporale13, statica, nella quale possia-
mo considerare un unico Sottosistema, costituito dall’insieme “scala+uomo”. La
scelta del sistema di riferimento è evidente: assi cartesiani coincidenti con piano
orizzontale (x) e parete verticale (y), ed origine nel loro punto d’intersezione.
Le forze agenti sono le seguenti:

• le forze peso di M ed m, dirette verso il basso e applicate nei rispettivi
baricentri: la posizione P (incognita) che può raggiungere l’uomo sulla
scala per Mg , e il centro della scala G per mg ;

• le Reazioni Vincolari della parete RB = RB î e del piano orizzontale
RA = RA ĵ ;

• la forza di attrito Fs ≤ µsRA , applicata in A e diretta verso l’origine
degli assi (cioè verso −î);

dove si è tenuto conto che le reazioni dovute ad un “vincolo di appoggio” sono
sempre perpendicolari al piano tangente14. Si noti che la scelta di un unico
Sottosistema ci evita di dover introdurre le Forze Interne, cioè la forza esercitata
dall’uomo sulla scala (RM→m) e viceversa (Rm→M ), che si annullano a vicenda
in virtù del Terzo Principio (2.2).
La Prima equazione Cardinale della Statica (2.38) per il presente sistema è
quindi:

RA + RB + (M +m) g + Fs = 0 , (2.43)

13Si veda lo “Schema (Generale) di Risoluzione di un Problema di Meccanica” dato in
Appendice.

14Dell’eventuale presenza di attrito, come nel presente caso, si tiene conto introducendo
esplicitamente la relativa forza (Fs ), che di fatto, non è che una componente tangenziale
della reazione vincolare. Nel caso invece di “cerniere”, ricordiamo che la direzione della relativa
reazione vincolare (RO) non è nota a priori, per cui richiede l’introduzione di due componenti
(diciamo ROx e ROy ).
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che scomposta nelle direzioni x e y dà:{
RB − Fs = 0 ,
RA − (M +m) g = 0 .

(2.44)

Scegliendo come Polo il punto A ai piedi della scala15, la Seconda equazione
Cardinale (2.42), porta alla seguente condizione:

0 = MA = ~AG ∧mg + ~AP ∧M g + ~AB ∧RB =

= L
2 (−î cosα+ ĵ sinα) ∧ (−mg) ĵ + ξ (−î cosα+ ĵ sinα) ∧ (−M g) ĵ +

+L (−î cosα+ ĵ sinα) ∧RB î =

= k̂
[(
mg L2 +M g ξ

)
cosα−RB L sinα

]
,

(2.45)
dove si è posto ξ = |AP | . Dalle (2.44) e dalla definizione della forza di attrito
statico, si ottiene che:

RB = Fs ≤ µsRA = µs (M +m) g , (2.46)

la cui sostituzione nella (2.45) porta al risultato:

ξ ≤ L
[
µs

(
1 +

m

M

)
tanα− m

2M

]
, (2.47)

da cui si deduce che il massimo numero di pioli che l’uomo può salire senza far
cadere la scala è dato dalla seguente formula:

n = N
[
µs

(
1 +

m

M

)
tanα− m

2M

]
. (2.48)

Infine, per determinare il valore minimo che avrebbe dovuto avere il coefficiente
di attrito statico per permettere all’uomo di salire fino in cima alla scala, è
sufficiente porre ξ = L nella (2.47) ed esplicitare µs ; in questo modo si trova:

µs ≥
(

2M +m

M +m

)
cotα . (2.49)

2.4 Dinamica dei Sistemi di punti materiali

Vogliamo adesso trattare la Dinamica di un sistema (discreto) di punti mate-
riali. Come abbiamo visto nel § 2.3, dove ci siamo occupati della Statica, non è
in generale sufficiente considerare i gradi di libertà traslazionali; ciò ci ha por-
tati alla Seconda equazione Cardinale della Statica (2.42), relativa ai gradi di
libertà rotazionali. Evidentemente, la stessa cosa va ripetuta per la Dinamica.
L’eq.(2.1), estesa al caso di un sistema di punti materiali, permette solo di de-
terminare l’accelerazione lineare dell’intero sistema, ma non quella rotazionale.

15In questo modo sono nulli i momenti sia della forza di attrito che della reazione vincolare
RA.
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Dovremo perciò cercare la legge che descrive la dinamica rotazionale dei sistemi.

Iniziamo con l’estensione della Legge di Newton (2.1) ad un sistema di punti

materiali di masse mi posti in punti Pi (di raggi vettore ri ≡ ~OP i ) nello spazio.
Sia F(ext)i la risultante delle forze esterne16 agenti su di esso, e sia Fj→i la forza
interna che esso subisce da parte del generico (altro) punto materiale interno al
sistema (j 6= i). Allora, la (2.1) applicata su tale punto materiale (i-esimo) dà:

Fi = F(ext)i +
∑
j 6=i

Fj→i = mi ai . (2.50)

Sommando su tutti i punti materiali de sistema si ha perciò:∑
i

Fi =
∑
i

F(ext)i = Fext =
∑
i

mi ai = M aG , (2.51)

dove si è usato il fatto che la somma di tutte le forze interne è nulla per il Terzo
Principio (2.2):

∑
i,j Fi→j = 0 , e dove si è definito il raggio vettore del “Centro

di Massa” come:

~OG ≡ rG =

∑
i mi

~OP i∑
i mi

=
1

M

∑
i

mi
~OP i , (2.52)

essendo M =
∑
i mi la massa totale del sistema. Infatti, derivando rispetto al

tempo, si può scrivere:

d

dt

∑
i

mi
~OP i =

∑
i

mi(vi−vO) =
∑
i

mivi−MvO = M
d

dt
( ~OG) = M(vG−vO),

(2.53)
da cui:

Q =:
∑
i

mi vi = M vG . (2.54)

Vediamo quindi che il vettore della “Quantità di Moto” Q dell’intero sistema
cos̀ı definito (somma delle quantità di moto delle singole particelle) è uguale al
prodotto della massa totale per la velocità del Centro di Massa. Derivando di
nuovo, perciò, si arriva a capire come si sia arrivati a poter esprimere l’eq.(2.51)
in termini dell’accelerazione di questo stesso punto. In forma compatta, quin-
di, possiamo concludere che la Prima equazione Cardinale della Dinamica dei
Sistemi può scriversi:

Q̇ = M aG = Fext . (2.55)

Conseguenza diretta di questa equazione è la “Conservazione della Quantità
di Moto” per un sistema Isolato, cioè per un sistema sul quale la risultante

16Si intende per esterna una forza non dovuta agli altri punti materiali che costituiscono il
sistema.



30 CAPITOLO 2. DINAMICA

delle forze esterne è nulla; conservazione che, evidentemente, può anche vale-
re componente per componente, nel senso che, se il sistema è isolato in una
certa direzione (di versore) n̂ (e quindi Fext · n̂ = 0), allora si conserva la
corrispondente componente della quantità di moto: Q · n̂ ≡ Qn = costante .
Per arrivare alla Seconda equazione Cardinale dei sistemi partiamo dall’equazio-
ne del moto per la singola particella, eq.(2.50), e dalla definizione di Momento
di una forza dato nella (2.39); sommando su tutti i punti materiali del siste-
ma e tenendo presente l’annullamento del contributo dovuto alle forze interne,
possiamo scrivere:

MO ≡
∑
i
~OP i ∧ F(ext)i =

∑
mi

~OP i ∧ ai =

=
d

dt

∑
i

~OP i ∧mi vi −
∑
i

d

dt
( ~OP i) ∧mi vi =

=
dLO
dt
−
∑
i

(vi − vO) ∧mi vi =

=
dLO
dt

+ vO ∧Q ,

(2.56)

dove si è definito il vettore LO del “Momento della Quantità di Moto” del
sistema, detto anche “Momento Angolare”, come:

LO =
∑
i

~OP i ∧mi vi . (2.57)

Il secondo termine a destra nell’eq.(2.56), detto Termine del Polo Mobile, scom-
pare se scegliamo come polo il Centro di Massa (O ≡ G) o un qualsiasi punto
fisso (vO = 0):

MO =
dLO
dt

(se O = G , o se vO = 0 ). (2.58)

Più avanti vedremo come si può calcolare il Momento Angolare per una specifica
classe di sistemi di punti materiali, i “corpi rigidi” (sia discreti che continui).
Similmente a quanto detto sulla Conservazione della Quantità di Moto in re-
lazione alla Prima Equazione Cardinale (2.55), possiamo vedere che anche la
Seconda, eq.(2.58) prevede, come corollario, la Conservazione del Momento An-
golare per un sistema “rotazionalmente isolato”, cioè un sistema sul quale è
nullo il Momento (risultante) delle forze esterne.

2.4.1 Sistemi a Massa Variabile: il Moto del Razzo

Vogliamo studiare il moto di un razzo, la cui forza propulsiva, come ora dimo-
streremo, è dovuta al gas espulso. Per ottenere la relativa equazione del moto,
consideriamo il razzo ad un determinato istante t, in cui la velocità è V = V î
(diretta nel verso positivo dell’asse x di un opportuno sistema di coordinate)
e la sua massa (variabile) è M . Sia dm la massa di gas che esso espelle (in
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un tempo infinitesimo dt ) con una velocità relativa vr = −|vr| î (il gas viene
espulso nella direzione opposta a quella del moto, per provocare un’accelera-
zione in avanti del razzo stesso). Poiché il sistema è isolato, per quanto visto
nel paragrafo precedente §2.4, si ha la conservazione della Quantità di Moto.
All’istante t si ha semplicemente Q(t) = M V = M V î , dovuto al solo razzo,
mentre all’istante t+dt , al contributo del razzo di massa M −dm con velocità
V + dV , si deve aggiungere quello del gas espulso, di massa dm e velocità
(assoluta) v = vr + V . La conservazione di Q si traduce allora nella seguente
formula:

Q(t) = M V = Q(t+ dt) = (M − dm) (V + dV) + dm (vr + V) ,

da cui, trascurando il termine di ordine superiore al primo (−dmdV), si ottiene:

M dV + dmvr = 0 , (2.59)

ovvero, dividendo per dt e scrivendo l’equazione in modo scalare (essendo vr =

−|vr| î ):

M
dV

dt
= |vr|

dm

dt
≡ µ |vr| , (2.60)

dove si è posto µ = dm/dt . Questa è l’equazione del moto del razzo, dalla cui
integrazione possiamo ottenere la velocità V (t) . Supponiamo, per esempio, che
il razzo parta da fermo e che µ sia costante, cosicché, detta M0 la sua massa
iniziale (cioè all’istante t = 0), si possa scrivere M(t) = M0 − µ t . In questo
caso l’eq.(2.60) risulta essere un’equazione differenziale a variabili separabili che
può essere facilmente integrata; si trova, cos̀ı:

(M0 − µ t) dV = µ |vr| dt ⇒
∫ V (t)

0

dV = µ |vr|
∫ t

0

dt

M0 − µ t
⇒

V (t) = |vr| log

(
M0

M0 − µ t

)
= −|vr| log

(
1− µ t

M0

)
.

(2.61)
Da ciò possiamo dedurre, per esempio, la massima velocità raggiungibile da un
razzo per il quale la massa (iniziale) di carburante costituisca una frazione X
di quella totale; dall’eq.(2.61) si trova infatti che il razzo consumerà l’intero
quantitativo di gas propulsivo in un tempo (finito) pari a t∗ = XM0/µ , istante
in cui avrà raggiunto la massima velocità, che quindi risulta essere: Vmax =
−|vr| log(1−X) .

2.5 Impulso e Quantità di Moto

Probabilmente, il primo significativo allontanamento dalla Fisica Aristotelica,
antecedente alla Rivoluzione newtoniano-galileiana del XVII secolo, si ebbe con
la “Teoria dell’Impetus”, o Impeto, sviluppata nel XIV secolo ad opera del già
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citato filosofo parigino Buridano17. Essenzialmente l’Impeto era una qualità che
veniva impressa ad un corpo da una forza, responsabile del mantenimento dello
stato di moto anche quando la forza era cessata; per citare un classico esempio,
era l’Impeto che spiegava come una freccia (o una lancia) potesse continuare a
muoversi anche dopo aver lasciato la mano che l’aveva lanciata. Ricordiamo che
nell’ambito della fisica aristotelica, invece, si attribuiva alle proprietà del mezzo
in cui avveniva il moto tale causa: in qualche modo (anche piuttosto fantasioso)
era l’aria che, spostata dalla freccia stessa che avanzava, a sua volta la spingeva
ancora in avanti! Non era ancora stato scoperto il Principio d’Inerzia. L’Impeto
di Buridano era in qualche modo proporzionale sia al peso del corpo in moto
che alla sua velocità, il che lo rende essenzialmente identico ai moderni concetti
di “quantità di moto” (o “momentum”, in inglese) e Impulso.
La definizione moderna dell’Impulso è la seguente: Data una forza F (eventual-
mente variabile nel tempo) agente su un certo sistema, il suo Impulso, tra gli
istanti t1 e t2, è dato da:

I(t1, t2) =:

∫ t2

t1

F(t) dt . (2.62)

Da questa definizione potremo dire che “l’Impulso di una forza è quella gran-
dezza che quantifica l’effetto del suo protrarsi nel tempo”.
L’Impulso totale, somma degli impulsi di tutte le forze (esterne), è uguale ov-
viamente a quello della Forza Risultante Fext , per la quale vale la (2.55), per
cui possiamo scrivere:

Itot(t1, t2) =

∫ t2

t1

Fext dt =

∫ t2

t1

M aG dt =

∫ vG(t2)

vG(t1)

M dvG =

= M vG(t2)−M vG(t1) ≡ ∆Q .

(2.63)

Questo è il “Teorema dell’Impulso” (o “della Quantità di Moto”), secondo il qua-
le “l’Impulso totale agente su un sistema è uguale alla variazione della sua Quan-
tità di Moto”. Di nuovo, come corollario, ritroviamo la Legge di Conservazione
di Q per i sistemi isolati, cioè quando Itot = 0 .

2.6 Lavoro ed Energia

Altro concetto fondamentale per lo studio dei sistemi dinamici è quello relativo
al “lavoro” e all’Energia. Iniziamo col dare la definizione del primo. Data una
forza F che agisce su un punto materiale durante un suo certo spostamento
infinitesimo δr , si definisce “lavoro (infinitesimo) compiuto da tale forza” il
prodotto scalare:

δL = F · δr = F δr cosα , (2.64)

17Per un’approfondito studio degli aspetti storici dello sviluppo della Meccanica, e quindi
anche sulla Teoria dell’Impeto, si veda, ad esempio: M. Clagett, La Meccanica nel Medioevo,
Feltrinelli.
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essendo α l’angolo compreso tra F e δr . Ne consegue che il lavoro è nullo se la
forza è perpendicolare allo spostamento, mentre è positivo se l’angolo α è acuto
(< 90◦), e negativo se è ottuso (> 90◦).
Per uno spostamento finito da un punto A ad un punto B dello spazio, effettuato
lungo una qualche curva γ , il lavoro compiuto dalla forza F è quindi dato dal
seguente integrale di linea:

Lγ(F;A→ B) =:

∫ B

Aγ

F · dr , (2.65)

in generale dipendente esplicitamente dal particolare percorso γ. Dalla sua stes-
sa definizione, analogamente all’interpretazione data in precedenza per l’Impulso,
possiamo affermare che “il lavoro compiuto da una forza quantifica l’effetto del
suo protrarsi nello spazio”.
Come nel caso dell’Impulso, consideriamo il lavoro totale compiuto sul singo-
lo punto materiale (i-esimo) dalle sole forze esterne18. Utilizzando l’eq.(2.50)
possiamo allora scrivere:

L(tot)iγ
(A→ B) =

∫ B

Aγ

F(ext)i · dri =

∫ B

Aγ

mi ai · dri =

∫ B

Aγ

mi
dvi
dt
· dri =

=

∫ B

Aγ

mi
dvi
dt
· dri
dt

dt =

∫ B

Aγ

mi vi · dvi =

=
1

2
mi vi(B)

2 − 1

2
mi vi(A)

2 ≡ ∆Ec(i) ,

(2.66)
dove si è definita l’Energia Cinetica di ciascuna particella come:

Ec(i) =
1

2
mi vi

2 . (2.67)

Sommando infine la (2.66) su tutte le particelle del sistema si ottiene quindi:

Ltotγ (A→ B) = ∆Ec , (2.68)

dove, naturalmente,

Ec =
∑
i

Ec(i) =
∑
i

1

2
mi vi

2 , (2.69)

è l’energia cinetica totale. Il risultato (2.68) è noto come “Teorema dell’Energia
Cinetica” (o “Teorema delle Forze Vive”), ed ha spesso un ruolo importante
nella risoluzione dei problemi di meccanica.

18Il lavoro di tutte le forze interne, ovviamente, si annulla, sommando su tutte le particelle
del sistema.
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2.6.1 Forze Conservative ed Energia Potenziale

Come abbiamo già detto, in generale il lavoro compiuto da una forza dipende
dal particolare percorso γ effettuato. È cos̀ı, per esempio, per le forze di attrito.
Esistono tuttavia forze per le quali, invece, il lavoro compiuto dipende soltanto
dai punti estremi A e B. Tali forze sono dette “Conservative”. Per esse si può
allora esprimere il lavoro compiuto come differenza di una funzione scalare detta
“Energia Potenziale”:

Lcons(A→ B) =

∫ B

A

F · dr =: − [U(B)− U(A)] ≡ −∆U , (2.70)

la cui espressione esplicita dipende naturalmente dalla particolare forza (con-
servativa) alla quale è associata. È da notare che, dalla sua stessa definizione,
questa funzione risulta essere definita sempre a meno di una costante additiva
arbitraria.
Conseguenza diretta dell’indipendenza dal percorso del lavoro compiuto da
queste forze è che per esse è sempre nulla la cosiddetta Circuitazione19:

Cγ(F) =:

∮
γ

F · dr = 0 , (2.71)

ovvero, è nullo il lavoro per ogni percorso chiuso γ. La formula inversa della
(2.70) permette altres̀ı di esprimere la forza F in termini dell’energia potenziale
associata:

F = −∇U ≡ −
(

î
∂U

∂x
+ ĵ

∂U

∂y
+ k̂

∂U

∂z

)
, (2.72)

dove si è espresso l’operatore “nabla” (∇ ) in coordinate cartesiane20.
Esempi notevoli di forze conservative sono la forza di gravità, sia quella vicino
alla superficie terrestre (mg) che quella Universale di Newton, e la forza ela-
stica espressa dalla legge di Hooke. Le espressioni delle corrispondenti energie
potenziali possono essere facilmente ottenute applicando la definizione (2.70).
Si trovano cos̀ı i seguenti risultati:

• Fg = mg :

Ug(B)− Ug(A) = −
∫ B

A

mg · dr = −
∫ B

A

(−mg) ĵ · dr =

= mg

∫ yB

yA

dy = mg (yB − yA) ,
(2.73)

dalla quale deduciamo che l’energia potenziale gravitazionale di un corpo
che si trova ad una altezza h può essere scritta, a meno di una costante
additiva arbitraria, come:

19Questo fatto ci permette di identificare le forze conservative con quelle “Irrotaziona-
li”, per le quali cioè è nullo il Rotore: ∇ ∧ F = 0 ; vedasi, e.g., i miei Complementi di
Elettromagnetismo.

20Si veda, di nuovo, quanto esposto nei miei Complementi di Elettromagnetismo.



2.6. LAVORO ED ENERGIA 35

Ug(h) = mg h . (2.74)

• FG = −GM m

r2
r̂ :

UG(B)− UG(A) = −
∫ B

A

−GM m

r2
r̂ · dr = GM m

∫ rB

rA

1

r2
dr =

= −GM m

rB
+
GM m

rA
,

(2.75)

per cui possiamo scrivere (ponendo UG(r →∞) = 0):

UG(r) = −GM m

r
. (2.76)

• Fe = −K ∆l = −K(l − l0) :

Ue(lB)− Ue(lA) = −
∫ lB

lA

−K(l − l0) dl = K

∫ ξB

ξA

ξ dξ =
1

2
K ξB

2 − 1

2
K ξA

2 =

=
1

2
K (lB − l0)2 − 1

2
K (lA − l0)2 ,

(2.77)

da cui:

Ue(l) =
1

2
K (l − l0)2 . (2.78)

2.6.2 Conservazione dell’Energia Meccanica

In presenza di Forze Conservative, il Teorema dell’Energia Cinetica (2.68) si
può esprimere come segue:

Ltotγ (A→ B) = Lcons(A→ B) + Lnon cons(A→ B) = ∆Ec , (2.79)

da cui, utilizzando la (2.70), si ottiene:

∆Ec + ∆U ≡ ∆E = Lnon cons , (2.80)

dove si è definita l’Energia Meccanica E come somma dell’energia cinetica e
dell’energia potenziale:

E =: Ec + U . (2.81)

L’eq.(2.80) rappresenta il “Teorema dell’Energia Cinetica Generalizzato”. Da
questo si deduce allora il seguente importante risultato: per un sistema Con-
servativo, cioè un sistema sul quale solo forze conservative compiono lavoro
(cosicché Lnon cons = 0 ), l’Energia Meccanica E si conserva:
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E = Ec + U = costante, (se il sistema è conservativo) . (2.82)

Questa è la ben nota “Legge di conservazione dell’Energia Meccanica”21.
Tipicamente, se non sono presenti forze dissipative o di attrito che compiono
lavoro22 il sistema è conservativo e l’energia meccanica resta costante nel tempo.

2.6.3 Energia Potenziale ed Equilibrio

Nel §2.3 abbiamo visto come l’equilibrio di un sistema meccanico possa esse-
re determinato attraverso le due equazioni Cardinali della Statica, eq.(2.38) e
(2.42). Questo metodo, tuttavia, non fornisce alcuna informazione sulla stabilità
o meno di tale equilibrio. Ricordiamo che una certa configurazione di equilibrio
è detta “stabile” se apportando ad essa piccole variazioni, per esempio piccoli
spostamenti alle parti che costituiscono il sistema, quest’ultimo tende a tornare a
tale stato di equilibrio iniziale. Al contrario, parleremo di equilibrio “instabile”
se invece tende ad allontanarsene. Per avere informazioni sulla stabilità di un
certo equilibrio, almeno per sistemi conservativi, possiamo utilizzare l’Energia
Potenziale.
Limitandoci al semplice caso di un sistema conservativo unidimensionale (de-
scritto da un’unica coordinata spaziale x ), potremo esprimere l’energia (mec-
canica), somma dell’energia cinetica e di quella potenziale, come

E = Ec + U =
1

2
mẋ2 + U(x). (2.83)

Se xe corrisponde alla posizione di equilibrio, deve aversi:

F (xe) = − dU

dx

∣∣∣∣
xe

≡ −U ′(xe) = 0 , (2.84)

dove si è utilizzata la relazione tra forza ed energia potenziale data dalla (2.72).
Per configurazioni sufficientemente vicine a quella di equilibrio, per le quali cioè
|x − xe| � |xe| , possiamo sviluppare in serie (di potenze di x − xe ) l’energia
potenziale U(x) , ottenendo:

U(x) = U(xe) + U ′(xe) (x− xe) + 1
2 U
′′(xe) (x− xe)2 + . . . =

= U(xe) + 1
2 K (x− xe)2 + . . . ;

(2.85)

corrispondente ad una forza:

F (x) = −U ′(x) = −K (x− xe) + . . . . (2.86)

21In realtà, si può dimostrare che, l’Energia Totale, somma di tutti i tipi di energia, non
solo meccanica, è sempre conservata in natura, come conseguenza dell’omogeneità del tempo,
ovvero dell’invarianza delle leggi fisiche per traslazioni temporali.

22Come vedremo più avanti, è possibile che siano presenti forze di attrito che tuttavia non
compiono lavoro, come nella situazione di Puro Rotolamento; in tal caso il sistema è ancora
conservativo, e l’energia meccanica è conservata.
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Nel caso in cui sia K ≡ U ′′(xe) > 0 , e trascurando i termini di ordine su-
periore (rappresentati dai “. . .”), riconosciamo in questa espressione proprio la
“Forza Elastica” data dalla Legge di Hooke, che come si è visto nel §1.4 por-
ta ad oscillazioni del sistema attorno alla posizione di equilibrio x = xe con
pulsazione:

ω ≡ 2π

T
=

√
K

m
. (2.87)

Questo significa che x = xe è in effetti un punto di equilibrio stabile solo se
rappresenta un punto di minimo dell’energia potenziale, cioè se: U ′(xe) =
0 ; U ′′(xe) > 0 . D’altra parte, se invece U ′(xe) = 0 ; U ′′(xe) < 0 , si
ha che in x = xe abbiamo un massimo di U(x) , ed in tal caso xe è allora un
punto di equilibrio instabile.
Prima di vederne un esempio osserviamo come, almeno per sistemi conservativi
unidimensionali, si possa ottenere l’equazione del moto derivando rispetto al
tempo l’espressione dell’energia meccanica; infatti, essendo E in tal caso una
costante, dalla (2.83) si ottiene:

dE

dt
= 0 = mẋ ẍ+ U ′(x) ẋ (2.88)

da cui:

mẍ = −U ′(x) ≡ F (x) , (2.89)

che è la usuale Legge di Newton.

2.6.4 Esercizio

Una pallina di dimensioni trascurabili e massa m è vincolata a muoversi su una
guida circolare rigida (liscia) di raggio R e centro O, posta in un piano verticale.
Una molla ideale di costante elastica K e lunghezza a riposo trascurabile collega
la pallina al punto più alto (A) della guida, posto a distanza R al di sopra del
centro O. La generica posizione (P ) della pallina sulla guida sia descritta dal-
l’angolo polare θ che il raggio OP forma con la verticale discendente passante
per O.

1. Si determini le posizioni di equilibrio della pallina, precisandone la natura
(“stabile” o “instabile”), in funzione dei dati del problema (e.g., al variare
della costante elastica della molla K).

2. Si chiede se è possibile che la pallina abbia un moto circolare uniforme
sulla guida, per qualche particolare scelta dei dati.

3. Nel caso in cui il punto più basso della guida B (θ = 0) sia di equili-
brio stabile per la pallina, si determini il periodo delle piccole oscillazioni
attorno ad esso.
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Svolgimento:

Come si è detto nel §2.6.3, i punti di equilibrio del sistema corrispondono ai
punti stazionari dell’energia potenziale. Questa è data dalla somma dell’energia
potenziale elastica e di quella gravitazionale, entrambe esprimibili in funzione
dell’angolo θ ; si trova cos̀ı:

U(θ) = −mgR cos θ +
1

2
K

(
2Rcos

θ

2

)2

=

= (KR−mg)R cos θ ,

(2.90)

dove si è tenuto conto che, essendo U definita a meno di una costante additiva
arbitraria, i termini costanti possono essere eliminati. Cerchiamo quindi i punti
stazionari di questa funzione; derivando U rispetto all’angolo θ, e uguagliando
a zero, si ha:

U ′(θ) ≡ dU

dθ
= (mg −KR)R sin θ = 0 . (2.91)

Da questa equazione deduciamo innanzitutto che se K assume il particolare
valore K = K∗ ≡ mg/R , allora la forza F (θ) ≡ −U ′(θ)/R è nulla per ogni
valore dell’angolo θ , dando perciò la possibilità di avere un moto circolare
uniforme lungo la guida, come richiesto al quesito (2). Per K 6= K∗ , d’altra
parte, si ottengono due soluzioni, corrispondenti ai punti A (per θ = π) e B
(per θ = 0). Per capire se si tratta di punti di equilibrio stabile o instabile,
dobbiamo capire se sono punti di minimo o massimo di U(x), rispettivamente.
A tal fine, ci calcoliamo la derivata seconda:

U ′′(x) = (mg −KR) cos θ , (2.92)

per cui si ha:


A ≡ (θ = π) : U ′′(A) = KR−mg

{
> 0 se K > K∗ ; (equil. stabile),
< 0 se K < K∗ ; (equil. instabile),

B ≡ (θ = 0) : U ′′(B) = mg −KR

{
> 0 se K < K∗ ; (equil. stabile),
< 0 se K > K∗ ; (equil. instabile).

(2.93)
Per determinare il Periodo delle piccole oscillazioni attorno al punto più basso
della guida, il punto B(θ = 0), occorre quindi supporre che questo sia di equili-
brio stabile, ovvero che K < K∗ . Cerchiamo allora di applicare il metodo di cui
si è parlato alla fine del paragrafo precedente. Poiché la velocità della pallina
sulla guida è data da v = R θ̇ , possiamo scrivere l’energia meccanica come:

E =
1

2
mv2 +U(x) =

1

2
mR2 θ̇2 + (KR−mg)R cos θ ( = costante) , (2.94)
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per cui, derivando rispetto al tempo t, si arriva a:

0 =
dE

dt
= mR2 θ̇ θ̈ + (mg −KR)R θ̇ sin θ , (2.95)

da cui si ottiene la seguente equazione del moto:

θ̈ +

(
g

R
− K

m

)
sin θ = 0 . (2.96)

Trattandosi, per ipotesi, di piccole oscillazioni attorno al punto di equilibrio
B(θ = 0), possiamo linearizzare questa equazione: |θ| � 1 , per cui sin θ ' θ ,
con cui si arriva all’equazione del moto armonico:

θ̈ + ω2 θ = 0 , (2.97)

con pulsazione:

ω =
2π

T
=

√
g

R
− K

m
, (2.98)

e Periodo:

T = 2π

√
mR

mg −KR
. (2.99)

2.7 Fase Impulsiva ed Urti

2.7.1 Le Equazioni Cardinali in Fase Impulsiva

Fa parte dell’esperienza quotidiana l’osservazione di forze che, pur agendo per
un tempo brevissimo, hanno effetti molto importanti sul sistema sul quale sono
applicate. Basti pensare, ad esempio, ad una pallina da tennis colpita dalla
racchetta o ad un pallone colpito dal piede del calciatore. In generale, fenomeni
associati agli Urti (o alle Esplosioni). Tali “Fasi Temporali” sono dette Impul-
sive. Non è possibile trattare queste situazioni con le leggi del moto cos̀ı come
le abbiamo scritte nelle eq.(2.55) e (2.56). In questo paragrafo vedremo quindi
come esprimere le due equazioni cardinali in modo da poter essere applicate in
questi casi.
Nel §2.5 abbiamo definito l’Impulso di una forza attraverso l’integrale (2.62).
Chiaramente, per quasiasi forza finita, questo impulso tende a zero se anche
l’intervallo di tempo ∆t = t2 − t1 → 0 ; in tal caso la forza è detta “non-
impulsiva”. Le forze “Impulsive” sono invece quelle per le quali esiste finito e
non-zero il seguente limite:

lim
τ→0

∫ τ

0

Fimp(t) dt ≡ Iimp , (2.100)

detto “Impulso della forza impulsiva” Fimp .
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Consideriamo quindi un generico sistema nel breve intervallo di tempo (τ) in cui
è soggetto anche a questo tipo di forze. La prima Equazione Cardinale (2.55) si
può scrivere, distinguendo le forze impulsive da quelle non-impulsive, come:

Fext = Fimp + Fnon imp = M aG = M
dvG
dt

; (2.101)

integrando rispetto al tempo (tra 0 e τ) e prendendo il limite per τ → 0 , si
ottiene:

lim
τ→0

∫ τ

0

Fimp(t) dt+ lim
τ→0

∫ τ

0

Fnon imp(t) dt = lim
τ→0

∫ τ

0

M
dvG
dt

dt , (2.102)

da cui, tenendo conto che, per definizione si annulla nel limite l’impulso delle
forze non-impulsive, si arriva a:

lim
τ→0

∫ τ

0

Fimp(t) dt = Iimp = M vG(τ)−M vG(0) ; (2.103)

questa può infine essere espressa più concisamente nella seguente forma:

Iimp = ∆Q . (2.104)

Questa è la “Prima Equazione Cardinale della Dinamica (in fase) Impulsiva”.
Anche se appare del tutto simile all’espressione che rappresenta il Teorema del-
l’Impulso, eq.(2.63), le sue conseguenze sono molto significative. Innanzitutto
porta a ciò che spesso viene detto Approssimazione Impulsiva23, ovvero il fatto
che “in una fase impulsiva (e.g., in un urto) sono del tutto trascurabili tutte le
forze non-impulsive, come la forza peso, le forze di attrito, e la forza elastica,
ma anche le eventuali forze d’inerzia; questo significa, quindi, che l’eq.(2.104)
può essere usata senza modifiche anche se si descrive il sistema rispetto ad un
sistema di riferimento non-inerziale.
Ripetendo per la Seconda Equazione Cardinale (2.56) quanto si è fatto sopra,
troviamo:

lim
τ→0

∫ τ

0

∑
i

~OP i ∧ F(imp)i dt = lim
τ→0

∫ τ

0

dLO
dt

dt+ lim
τ→0

∫ τ

0

vO ∧Q dt , (2.105)

da cui: ∑
i

~OP i ∧ I(imp)i = ∆LO , (2.106)

dove, oltre ad aver trascurato il contributo di tutte le forze non-impulsive come
abbiamo fatto nel caso delle (2.102) e (2.103), si è osservato che nel limite τ → 0

23Un altro aspetto dell’Approssimazione Impulsiva, consiste nel poter trascurare, durante
tali fasi temporali, ogni spostamento nello spazio di tutte le parti che costituiscono il sistema;
ragion per cui possiamo anche concludere che tutte le Energie Potenziali restano invariate.
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anche il Termine del Polo Mobile dà un contribuito nullo. Di conseguenza,
in fase impulsiva la scelta di un polo mobile o fisso non fa alcuna differenza.
L’eq.(2.106) è detta “Seconda Equazione Cardinale (in fase) Impulsiva”.

2.7.2 Gli Urti
Classici esempi di Fasi Impulsive sono gli urti, sia tra particelle puntiformi
che tra corpi materiali estesi. Gli urti sono, in generale, processi in cui le
parti interagenti restano a contatto per un tempo infinitesimo, pur causando
significative variazioni delle rispettive velocità (quantità di moto). Secondo la
classificazione usuale, diremo che un urto è “elastico” se in esso si è conservata
l’energia Cinetica totale dell’intero sistema24; sarà quindi detto “anelastico”
in caso contrario. In particolare, viene detto “completamente anelastico” un
urto nel quale le parti interagenti restano unite. Vediamone qualche semplice
esempio.
Iniziamo col considerare l’urto completamente anelastico di due blocchi, di masse
m1 ed m2, su un piano orizzontale. La velocità iniziale del primo sia v1(0) di-
retta verso il secondo, inizialmente fermo. Poiché il sistema è (orizzontalmente)
isolato, ne consegue la conservazione della quantità di moto, per cui si ottiene:

m1 v1(0) = (m1 +m2) vf ⇒ vf =
m1 v1(0)

m1 +m2
, (2.107)

dove si è tenuto conto che nello stato finale i due blocchi si muovono insieme,
per definizione stessa di urto completamente anelastico.
Altro esempio è l’urto elastico tra gli stessi blocchi. Oltre ad avere ancora la
conservazione della quantità di moto totale, abbiamo anche quella dell’energia
cinetica. Nelle stesse ipotesi di blocco di massa m2 inizialmente fermo, si ha
quindi il seguente sistema di equazioni: m1 v1(0) = m1 v1 +m2 v2 ,

1
2m1 v1(0)

2 = 1
2m1 v1

2 + 1
2m2 v2

2 ,
(2.108)

la cui risoluzione porta ai seguenti risultati:

v1 =

(
m1 −m2

m1 +m2

)
v1(0) , v2 =

(
2m1

m1 +m2

)
v1(0) . (2.109)

Interessante è il caso in cui le masse sono uguali: m1 = m2 . In questo caso,
infatti, si ottiene:

v1 = 0 , v2 = v1(0) , (2.110)

indicando come nell’urto elastico di due blocchi (particelle) di eguale massa, que-
sti si scambino reciprocamente le velocità: il primo si ferma, mentre il secondo
parte con la velocità che aveva inizialmente il primo.

24In realtà, in virtù dell’approssimazione impulsiva secondo la quale, non essendoci stati
spostamenti spaziali del sistema, le energie potenziali sono automaticamente rimaste costanti,
potremmo anche dire che nel caso di urto elastico tutta l’energia meccanica è rimasta invariata.
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2.8 Dinamica dei Sistemi Rigidi

In molti dei problemi trattati nei corsi di Meccanica (sia nel contesto della
Fisica Generale che della Meccanica Razionale) si deve studiare la dinamica di
una particolare classe di sistemi, i “Corpi Rigidi”. Questi, per definizione, sono
sistemi (“continui” o “discreti”) di punti materiali per i quali le distanza relative
restano invariate durante il moto. In questo paragrafo vedremo nello specifico
come si possono scrivere in questo caso le equazioni Cardinali dei sistemi date
al §2.4.

Il primo passo è dedurre la relazione che sussiste tra le velocità di punti distinti
di un sistema rigido, il cosiddetto “vincolo di corpo rigido”. Detti O e P due
punti qualsiasi del sistema, la condizione di rigidità implica che la loro distanza
sia costante nel tempo, per cui si ha:

0 =
d

dt
| ~OP |2 = 2 ~OP · d

dt
( ~OP ) = 2 ~OP · (vP − vO) ; (2.111)

la conseguente perpendicolarità tra i due vettori significa che si può sempre
scrivere:

vP − vO = ω ∧ ~OP , (2.112)

dove il vettore ω è proprio il vettore della velocità angolare del sistema.

Le equazioni Cardinali (2.55) e (2.56) sono evidentemente ancora le stesse. Tut-
tavia, resta da vedere come si esprime il Momento Angolare alla luce della
(2.112). Dalla stessa definizione (2.57), si può scrivere25:

LO =
∑
i
~OP i ∧ mi vi

′ =
∑
i
~OP i ∧ mi (vi − vO) =

=
∑
i
~OP i ∧ mi (ω ∧ ~OP i) =

= ω
∑
i mi | ~OP i|2 −

∑
i mi

~OP i ( ~OP i · ω) ;

(2.113)

per Sistemi planari26 l’ultimo termine si annulla, poiché il vettore della velocità
angolare ω è perpendicolare ai vettori ~OP i , per cui, in definitiva, troviamo:

LO = IO ω , (2.114)

dove si è definito il “Momento d’Inerzia” IO del sistema rispetto al polo O
come:

IO =
∑
i

mi | ~OP i|2 . (2.115)

25Qui si utlizza la seguente Identità Vettoriale: a ∧ (b ∧ c) = b (a · c)− c (a · b).
26In molti dei problemi i sistemi dinamici possono essere considerati planari.
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Questa grandezza27 descrive la distribuzione della massa del sistema rispetto al
polo O, ovvero rispetto all’asse passante per O e perpendicolare al piano che
contiene il sistema stesso. Per un sistema continuo l’eq.(2.115) si generalizza
come segue:

IO =

∫
dmr2 , (2.116)

dove r indica la distanza dell’elemento di massa infinitesimo dm dal polo O.

2.8.1 Esempi di Momenti d’Inerzia

1. Momento d’Inerzia di un’asta omogenea

Vogliamo determinare il Momento d’Inerzia di una sottile asta omogena
(AB) di massa m e lunghezza l , dapprima rispetto al suo centro G (ov-
vero, rispetto ad una asse passante per il suo centro G e perpendicolare
all’asta stessa), e poi rispetto ad un suo estremo, diciamo A. Prendiamo
l’asse x lungo l’asta con origine nel suo estremo A, cosicché l’altro suo
estremo B corrisponde a: xB = l . Dalla definizione (2.116) vediamo che
un elemento di massa infinitesimo dm = mdx/l ≡ λ dx (λ = m/l è
la densità lineare di massa) dà un contributo al momento d’inerzia IG
uguale a dIG = dmx2 ; integrando su tutta l’asta si ottiene quindi:

IG =

∫ l/2

−l/2
λx2 dx =

1

12
ml2 ; (2.117)

per avere invece il momento d’inerzia rispetto all’estremo A dobbiamo
integrare in x tra 0 e l :

IA =

∫ l

0

λx2 dx =
1

3
ml2 . (2.118)

2. Momento d’Inerzia di un disco omogeneo

Per determinare il momento d’inerzia di un disco omogeneo di massa M e
raggio R rispetto al suo asse passante per il centro O, possiamo sommare i
contributi dovuti ad anelli di raggio variabile r e spessore infinitesimo dr;
la massa di ciascun anello è data da dm = σ 2π r dr , dove σ = M/πR2

è la densità superficiale, per cui il suo contributo al momento d’inerzia è
semplicemente dIO = dmr2 . Integrando in r tra 0 e il raggio del disco
R, si ottiene perciò:

27Si precisa che quanto qui esposto vale nel caso di sistemi planari per i quali l’asse rispetto
al quale vogliamo calcolare il momento d’inerzia è perpendicolare al sistema stesso. Nel
caso generale di sistemi tridimensionali ed una arbitraria terna di assi cartesiani, il Momento
d’Inerzia costituisce un Tensore simmetrico di rango 2, i cui elementi Iij , (i, j = 1, 2, 3) ,
caratterizzano la distribuzione nello spazio delle masse del sistema, rispetto alla stessa terna
di assi.
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IO =

∫ R

0

σ 2π r3 dr =
2M

R2

∫ R

0

r3 dr =
1

2
M R2 . (2.119)

2.8.2 Teorema di Huygens-Steiner e Teorema di König

Nella risoluzione di molti problemi di Dinamica di Corpi Rigidi è spesso utile
l’applicazione di due importanti teoremi. Il primo, detto di Huygens-Steiner,
permette di calcolare il momento d’inerzia di un corpo rispetto ad un qualsiasi
asse, conoscendo quello rispetto ad un asse ad esso parallelo ma passante per
il centro di massa G. Vediamone la dimostrazione e l’enunciato in modo più
preciso: il momento d’inerzia rispetto ad un punto O (di nuovo si sottintende
che si tratta in realtà del momento d’inerzia rispetto ad un qualche asse passante
per il punto O) è dato dalla (2.115), per cui possiamo scrivere:

IO =
∑
i

mi | ~OP i|2 =
∑
i

mi | ~OG+ ~GP i|2 =

=
∑
i

mi | ~OG|2 +
∑
i

mi | ~GP i|2 + 2 ~OG ·
∑
i

mi
~GP i =

= M dOG
2 + IG ,

(2.120)

dove dOG = |OG| è la distanza tra i due punti (assi paralleli) e dove si è tenuto

conto che
∑
i mi

~GP i = 0 . È facile verificare, per esempio, che quanto otte-
nuto nel §2.8.1 a proposito dei momenti d’inerzia dell’asta omogenea soddisfa il
teorema. Infatti, si ha:

IA =
1

3
ml2 = md2

AG + IG = m

(
l

2

)2

+
1

12
ml2 . (2.121)

Il secondo teorema, detto di König, permette di scrivere l’energia cinetica di un
corpo rigido in movimento come somma dell’energia cinetica di traslazione del
centro di massa del corpo e dell’Energia Cinetica di Rotazione attorno al centro
di massa. La sua dimostrazione, per certi aspetti, è simile a quella del teorema
precedente di Huygens-Steiner. Sfruttando il vincolo di corpo rigido espresso
dall’eq.(2.112) si può infatti scrivere:

Ec =
1

2

∑
i

mi vi
2 =

1

2

∑
i

mi |vG + ω ∧ ~GP i|2 =

=
1

2

∑
i

mi vG
2 +

1

2
ω2
∑
i

mi |GPi|2 + vG · ω ∧
∑
i

mi
~GP i =

= 1
2 M vG

2 + 1
2 IG ω

2 ,
(2.122)
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dove si è di nuovo sfruttato il fatto che
∑
i mi

~GP i = 0 . Questo teorema è di
fondamentale importanza quando abbiamo un sistema rigido nel quale durante
il moto non ci sia alcun punto fisso. D’altra parte, se nel moto esiste invece un
punto che resta fermo (per esempio, una cerniera fissa), allora l’energia cinetica
ha solo il contributo Rotazionale, col momento d’inerzia definito rispetto allo
stesso punto:

Ec =
1

2
IO ω2 , (se vO = 0 ). (2.123)

2.8.3 Esercizio

Si consideri un sistema costituito da due aste rigide e omogenee OA e OB, di
masse m e 2m, e lunghezze l e 2 l , rispettivamente, saldate insieme ad angolo
retto. Il sistema è incernierato su un asse orizzontale passante per il punto O
(punto di giunzione delle due aste), ed è libero di oscillare in un piano verticale
(contenente le aste stesse). Si determini:

1. l’energia potenziale del sistema U(φ), in funzione dell’angolo φ che l’asta
più lunga OB forma con la verticale discendente;

2. l’angolo φe di equilibrio (stabile) del sistema;

3. il momento d’inerzia del sistema rispetto al polo O (i.e., rispetto all’asse
orizzontale passante per O);

4. l’energia cinetica del sistema in funzione dell’angolo φ e della velocità
angolare φ̇ ;

5. se il sistema viene abbandonato (in quiete) dalla configurazione in cui
φ = π/2 , si determini l’espressione della velocità angolare ω ≡ φ̇ in
funzione dell’angolo φ ;

6. l’equazione del moto che descrive l’evoluzione dinamica del sistema e
il periodo delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio
(stabile).

Svolgimento:

1. Il sistema ha un solo grado di libertà28, e la sua configurazione spaziale
può, come suggerito dal testo, essere descritta dall’angolo φ che l’asta più
lunga OB forma con la verticale discendente. I centri di massa dell’asta
OA sia GA (tale che |OGA| = l/2 ) e quello dell’asta OB sia GB (con
|OGB | = l ). L’energia potenziale è solo gravitazionale e può essere scritta
come:

28Il numero di gradi di libertà è uguale al numero di “coordinate generalizzate” necessario
per descrivere la configurazione spaziale del sistema.
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U(φ) = −mg
l

2
sinφ− 2mg l cosφ = −mg l

2
(sinφ+ 4 cosφ) . (2.124)

2. Le posizioni di equilibrio corrispondono, come spiegato nel §2.6.3, ai punti
stazionari di U(φ), cioè ai valori dell’angolo φ per i quali si annulla la sua
derivata prima; si trova cos̀ı:

U ′(φ) =
mg l

2
(4 sinφ− cosφ) = 0 , (2.125)

da cui:

tanφe =
1

4
⇒ φe = arctan

1

4
=

{
φe1 ' 14◦ ,
φe2 ' 194◦ .

(2.126)

Per studiare la stabilità o meno di queste configurazioni di equilibrio ci
calcoliamo la derivata seconda29 U ′′(φ) per φ = φe1 e per φ = φe2 :

U ′′(φ)|φe1(2) =
mg l

2
(4 cosφe1(2) + sinφe1(2)) = ±mg l

2

4 + tanφe√
1 + tan2 φe

=

= ±
√

17

2
mg l

{
> 0 (per φe1) ,
< 0 (per φe2) ,

(2.127)

i segni “+” e “-” corrispondendo agli angoli φe1 e φe2 , rispettivamen-
te. Questo significa che solo nel primo (φe1 ' 14◦ ) si ha un minimo
dell’energia potenziale, ed è quindi (l’unico) equilibrio “stabile”.

3. Il Momento d’Inerzia del sistema rispetto al polo O è dato dalla somma
dei momenti d’inerzia delle due aste rispetto al loro estremo comune (lo
stesso polo O) dato dalla (2.118); troviamo quindi:

IO =
1

3
ml2 +

1

3
2m (2 l)2 = 3ml2 . (2.128)

4. Poiché il polo O è fisso (cerniera), l’energia cinetica è semplicemente data
dalla (2.123):

Ec =
1

2
IO φ̇2 =

3

2
ml2 φ̇2 , (2.129)

dove φ̇ è la velocità angolare del sistema.

29Si è fatto uso delle formule trigonometriche: cosφ = ± 1√
1+tan2 φ

, e sinφ = ± tanφ√
1+tan2 φ

.
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5. L’energia meccanica è costante, essendo il sistema conservativo, ed è data
dalla somma dell’energia cinetica (2.129) e di quella potenziale (2.124):

E = Ec + U =
3

2
ml2 φ̇2 − mg l

2
(sinφ+ 4 cosφ) . (2.130)

Poiché il sistema viene abbandonato dallo stato di quiete (φ̇(0) = 0) dalla
configurazione con φ = φ(0) = π/2 , si trova che l’energia deve sempre
restare uguale a:

E = E(0) = −mg l

2
. (2.131)

Usando questo risultato nella (2.130) si può quindi determinare come varia
la velocità angolare in funzione dell’angolo φ :

φ̇(φ) = ±
√

g

3 l
(sinφ+ 4 cosφ− 1) . (2.132)

In particolare, da questa formula possiamo cercare i punti (cioè, gli angoli)
di inversione, cioè gli angoli per i quali il moto del sistema si inverte (e
quindi il sistema è istantaneamente fermo), ponendo φ̇ = 0 ; si arriva cos̀ı
all’equazione:

sinφ+ 4 cosφ− 1 = 0 , (2.133)

le cui soluzioni sono φ1 = π/2 ≡ φ(0) (l’angolo iniziale, come ci si sarebbe
dovuto aspettare!) e φ2 = − arctan(15/8) ' −62◦ .

6. Come abbiamo detto nel §2.6.3 (eq.(2.88)) l’equazione del moto (almeno
per un sistema conservativo) può anche essere ottenuta derivando rispetto
al tempo l’energia, che è costante. Nel nostro caso, la derivazione di E
data dalla (2.130) dà:

0 =
dE

dt
= 3ml2 φ̇ φ̈− mg l

2
φ̇ (cosφ− 4 sinφ) ,

da cui si ottiene:

φ̈+
g

3 l
(4 sinφ− cosφ) = 0 . (2.134)

Si tratta evidentemente di un’equazione differenziale non-lineare che non
siamo in grado di risolvere. Tuttavia, nel caso di piccole oscillazioni attor-
no alla posizione di equilibrio stabile φe1 (dato nella (2.126)), possiamo
convenientemente “linearizzarla”. Considerando infatti angoli che si disco-
stano poco da φe1 , possiamo porre θ = φ−φe1 , con |θ| � 1 . Esprimendo
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allora l’equazione del moto (2.134) nella nuova variabile θ si ha (essendo
φ̈ = θ̈):

θ̈ +
g

4 l
[4 sin(θ + φe1)− cos(θ + φe1)] = 0 (2.135)

da cui, con qualche semplice passaggio algebrico (e utilizzando il fatto che
tanφe1 = 1/4 ), si arriva alla:

θ̈ +

√
17 g

6 l
sin θ = 0 . (2.136)

Infine, poiché nell’ipotesi di piccole oscillazioni sin θ ' θ , otteniamo
un’equazione del moto “armonica” (lineare):

θ̈ +

√
17 g

6 l
θ = 0 , (2.137)

corrispondente ad una pulsazione:

ω =
2π

T
=

√√
17 g

6 l
, (2.138)

e quindi ad un Periodo pari a:

T = 2π

√
6 l√
17 g

. (2.139)

2.8.4 Rotolamento puro

Il moto di un corpo è detto di Puro Rotolamento (ad un certo istante) se il punto
di contatto tra il corpo e la superficie sulla quale si muove è istantaneamente
fermo, ovvero se non c’è strisciamento. Per esempio, la ruota di una bicicletta
che ha una velocità (del suo centro di massa G) vG , in assenza di strisciamento
ruota con una velocità angolare tale da soddisfare il cosiddetto “vincolo di Puro
Rotolamento”, cioè la condizione (derivata direttamente dal vincolo di corpo
rigido (2.112)) che impone una velocità nulla per il punto (P ) di contatto con
la strada:

vP = vG + ω ∧ ~GP = 0 , (2.140)

da cui, esplicitando le componenti (rispetto al piano cartesiano con asse x
orizzontale ed asse y verso l’alto):

0 = vG î +

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
0 0 ω
0 −R 0

∣∣∣∣∣∣ = î(vG + ωR) , (2.141)
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e quindi, in definitiva, la familiare condizione (scalare) che lega la velocità an-
golare alla velocità del centro di massa della ruota nel caso di puro rotolamento:

vG = −ωR ; (2.142)

il segno meno indica semplicemente che ad un avanzamento della ruota nella
direzione positiva delle x implica una rotazione oraria.
La caratteristica fondamentale dei sistemi nei quali si ha un moto di puro roto-
lamento è che essi sono conservativi, per cui si ha la conservazione dell’energia
meccanica, a dispetto della presenza di una forza d̀ı attrito. Il motivo è che que-
sta non compie alcun lavoro, in virtù del fatto che istante per istante il punto in
cui è applicata è fermo. Nel prossimo paragrafo vedremo in un esempio esplicito
come applicare quanto si è detto.

2.8.5 Esempio: Puro Rotolamento di un cilindro su un piano
inclinato

Si consideri un cilindro di massa M e raggio R, abbandonato dallo stato di
quiete dal punto più alto (ad un’altezza h) di un piano inclinato (di un angolo
α rispetto al piano orizzontale). Tra piano inclinato e cilindro sia presente un
attrito sufficiente da garantire un moto di puro rotolamento. Siano G e P ,
rispettivamente, il centro di massa del cilindro e il punto di contatto che questo
ha col piano inclinato ad un certo istante. Il coefficiente di attrito (statico) sia
µ. Gli assi cartesiani siano scelti in modo tale che l’asse x coincida con l’asse
inclinato del piano su cui scende il cilindro, e l’asse y, perpendicolare ad esso,
sia diretto nella stessa direzione della reazione vincolare del piano inclinato. Le
forze agenti sul cilindro sono:

• la forza peso: M g = M g (̂i sinα− ĵ cosα );

• la reazione vincolare del piano: N = N ĵ ;

• la forza di attrito: Fa = −µN î .

La prima equazione cardinale (2.55) è quindi:

M g + N + Fa = M aG , (2.143)

che in componenti si scrive:{
M g sinα− µN = M aG ,
N −M g cosα = 0 ,

(2.144)

dove si è tenuto conto che il cilindro (ovvero il suo centro di massa G) può solo
avere un’accelerazione lungo il piano inclinato (cioè lungo l’asse x). Risolvendo
questo semplice sistema si ottiene quindi:

aG = g (sinα− µ cosα) . (2.145)
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Questa accelerazione, essendo costante, indica che il cilindro scende lungo il
piano inclinato di moto uniformemente accelerato. Per lo studio degli aspetti
rotazionali del moto dobbiamo utilizzare la seconda equazione cardinale (2.56),
che in questo caso, in assenza di punti fissi, va scritta rispetto al centro di massa
(polo) G:

MG = ~GP ∧Fa = −R ĵ∧ (−µM g cosα) î = −µM gR cosα k̂ =
dLG
dt

= IG ω̇ ,
(2.146)

da cui, essendo IG = 1
2 M R2 il momento d’inerzia del cilindro rispetto al suo

centro, si ottiene per l’accelerazione angolare la seguente espressione:

ω̇ = −2µ g cosα

R
k̂ ; (2.147)

il segno meno, di nuovo, ci informa che il cilindro durante la discesa acquista
una velocità angolare negativa30, corrispondente ad un moto rotatorio orario.
Come si è visto, la condizione di puro rotolamento (2.140) mette in relazione,
ad ogni istante, la velocità angolare del cilindro con la velocità del suo centro di
massa G, eq.(2.142): vG = −ωR ; derivando questa rispetto al tempo troviamo
la relazione tra le rispettive accelerazioni:

aG = −ω̇ R , (2.148)

che utilizzata nelle eq.(2.145) e (2.147) (quest’ultima considerata scalarmente) ci
permette di determinare il minimo valore del coefficiente di attrito µ necessario
per avere il puro rotolamento durante il moto del cilindro:

g (sinα− µ cosα) = 2µ g cosα ⇒ µ =
1

3
tanα . (2.149)

Sostituendo infine questo risultato nella (2.145) si ottengono le accelerazioni
(costanti) che caratterizzano il moto:

aG = 2
3 g sinα ,

ω̇ = − 2 g
3R sinα .

(2.150)

Per ottenere invece la velocità del centro di massa vG e quella angolare ω rag-
giunte dal cilindro quando arriva al punto più basso del piano inclinato, con-
viene utilizzare il principio di conservazione dell’energia, visto che, come abbia-
mo già avuto modo di sottolineare, nel caso di puro rotolamento il sistema è
conservativo. L’energia meccanica iniziale è sotto forma di energia potenziale
(gravitazionale):

Ei = Ui = M g h , (2.151)

30Cioè un vettore velocità angolare diretto verso −k̂ .
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mentre quella finale, esclusivamente cinetica, può essere scritta, sfruttando il
teorema di König (2.122), come somma di quella traslazionale del centro di
massa e di quella rotazionale attorno ad esso:

Ef = 1
2 M vG

2 + 1
2 IG ω

2 =

=
1

2
M vG

2 +
1

2

M R2

2

vG
2

R2
=

3

4
M vG

2 .

(2.152)

L’uguaglianza delle due energie dà quindi i risultati cercati:

vG =

√
4

3
g h , ω = − 2

R

√
g h

3
. (2.153)

2.8.6 Esercizio

Un ragazzo che sta giocando a bowling lancia la sua palla (di massa M e raggio
R) tangenzialmente alla pista con una velocità iniziale v0 , senza imprimergli
alcuna rotazione. Sia µ il coefficiente di attrito tra la pista e la palla. De-
terminare dopo quanto tempo la palla cessa di strisciare, iniziando il moto di
rotolamento puro, e calcolare quindi sia la velocità del suo centro di massa che
quella angolare da tale istante.

Svolgimento:

Si prenda l’asse x lungo la pista (orizzontale) e l’asse y verticale verso l’alto.
Nello stato iniziale (cioè, appena lanciata) la palla è caratterizzata da una velo-

cità del suo centro di massa G uguale a vG(0) = v0 î e da una velocità angolare

nulla, ω(0) = 0 . Su di essa agisce la forza peso, M g = −M g ĵ , la reazione

vincolare della pista, N = N ĵ , e la forza di attrito, Fa = −µN î ; la prima
applicata in G, le altre due nel punto P di contatto con la pista. Le equazioni
cardinali (2.55) e (2.56) per la palla portano al seguente sistema:


−µN = M aG ,
N −M g = 0 ,

MG = ~GP ∧ Fa = −R ĵ ∧ (−µN î) =
dLG
dt

= IG ω̇ =
2

5
M R2 ω̇ k̂ ,

(2.154)
dove si è usato il fatto che il momento d’inerzia di una sfera omogenea di massa
M e raggio R rispetto al suo centro è IG = 2

5 M R2 . La risoluzione di questo
sistema dà i seguenti risultati:

aG = −µ g î , ω̇ = −5µ g

2R
k̂ , (2.155)

dalla cui integrazione otteniamo le velocità (del centro di massa e angolare) in
funzione del tempo t :
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∫ vG(t)

v0

dv = −µ g î

∫ t

0

dt ⇒ vG(t) = (v0 − µ g t ) î ,

∫ ω(t)

0

dω = −k̂
5µ g

2R

∫ t

0

dt ⇒ ω(t) = −5µ g

2R
t k̂ .

(2.156)

La velocità del punto di contatto P con la pista si ottiene usando l’equazione
del vincolo di corpo rigido, eq.(2.112):

vP (t) = vG(t) + ω(t) ∧ ~GP =

= (v0 − µ g t ) î +

(
−5µ g

2R
t k̂

)
∧ (−R ĵ) =

=

(
v0 − µ g t−

5µ g t

2

)
î =

(
v0 −

7

2
µ g t

)
î .

(2.157)

Da questa si evince che la velocità di P si annulla ad un tempo t̃ dato da:

t̃ =
2 v0

7µ g
. (2.158)

Da questo istante in poi la palla inizia a rotolare senza più strisciare, e poiché
la forza di attrito non compie più alcun lavoro, le velocità restano invariate:

vG(∀ t > t̃) = (v0 − µ g t̃)̂i =
5

7
v0 î ,

ω(∀ t > t̃) = −5µ g t̃

2R
k̂ = −5 v0

7R
k̂ .

(2.159)

2.9 Forze centrali, Gravitazione e Leggi di Keplero

Vogliamo qui studiare le caratteristiche generali del moto di un punto materiale
(P ) soggetto a (un campo di) “Forze Centrali”, dirette cioè radialmente in un
certo sistema di coordinate cartesiano, di origine O. Si assume inoltre che la
sua intensità dipenda solo dalla distanza r di P da O ( r ≡ | ~OP | ):

F(r) = F (r) r̂ , (2.160)

dove r̂ è il versore radiale. Chiaramente ciò equivale a dire che i campi di
forze che stiamo considerando hanno simmetria sferica, ovvero che sono isotropi.
Pertanto il sistema di coordinate più appropriato per studiare questi problemi è
quello delle coordinate sferiche31 r, θ, φ . Già da queste caratteristiche generali
possiamo trarre alcune importanti conclusioni:

31Se ne veda la descrizione, per esempio, nei già citati Complementi di Elettromagnetismo.
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• La forza F è conservativa; infatti, essendo diretta radialmente ed avendo
un’intensità che può essere solo funzione di r (e non anche delle variabili
angolari θ e φ ), risulta identicamente nullo il suo rotore (in cui sono pre-
senti solo le derivate miste ∂Er

∂θ e ∂Er
∂φ , qui entrambe nulle). Conseguen-

za fondamentale della conservatività di F è la conservazione dell’energia
(meccanica ) durante il moto:

E = Ec + U =
1

2
mv2 + U(r) = costante , (2.161)

dove l’energia Potenziale U(r) è ottenibile dall’eq.(2.70).

• Anche il Momento Angolare è conservato; infatti, dalla radialità (o cen-
tralità) della forza segue che è nullo il suo momento rispetto ad O:

MO = ~OP ∧ F = r ∧ r̂F (r) = 0 , (2.162)

e quindi, in virtù della seconda equazione cardinale, eq.(2.58), ne consegue
che il momento angolare resta costante:

LO = ~OP ∧Q = r ∧mv = costante . (2.163)

Questo significa però che durante il moto il raggio vettore r e la velocità v
devono sempre restare su uno stesso piano, ovvero che le traiettorie stesse
del punto materiale soggetto a questo campo di forze devono essere piane.
Questo ci autorizza ad utilizzare le semplici coordinate polari piane (r , φ)
nel piano z = 0 (corrispondente alla scelta θ = π/2 , delle coordinate
sferiche). Usando pertando la formula (2.7) per la velocità (ma con la
sostituzione di θ con φ) si ottiene per il momento angolare (costante) la
seguente espressione:

LO = r ∧m (ṙ r̂ + r φ̇ φ̂) = mr2 φ̇ k̂ ≡ LO k̂ = costante , (2.164)

(essendo k̂ = r̂ ∧ φ̂ ). Importante corollario è la ben nota legge che, nel
caso particolare della Forza di Gravitazione Universale di Newton, è detta
“Legge delle Aree”, o anche “Seconda Legge di Keplero”; cerchiamo infatti
di calcolare la velocità con cui varia l’area coperta dal raggio vettore r
durante il moto. In un tempo infinitesimo dt, in cui l’angolo polare φ varia
di dφ ed il punto materiale percorre un tratto di traiettoria dl = r dφ ,
l’incremento dell’area attraversata è essenzialmente quella di un triango-
lo isoscele di lato r e base dl , ovvero: dA = 1

2 r
2 dφ , per cui la sua

variazione nell’unità di tempo, detta “velocità areolare” risulta data da:

Ȧ ≡ dA

dt
=

1

2
r2 φ̇ =

LO
2m

, (2.165)
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ed è quindi costante: il punto materiale percorre quindi la sua traiettoria
attraversando aree uguali in tempi uguali. Questo significa che quanto
stabilisce la Seconda Legge di Keplero, vale in generale per qualsiasi forza
di tipo centrale, e non solo per la Gravitazione Universale.

Vediamo adesso come è possibile classificare qualitativamente il tipo di traietto-
rie possibili per un generico campo di forze centrali, caratterizzato da un’ener-
gia potenziale U(r) . Dalla conservazione dell’energia (2.161), usando ancora
la formula (2.7), e tenendo conto che anche il momento angolare è costante
(eq.(2.164)), troviamo:

E =
1

2
m (ṙ2 + r2 φ̇2) + U(r) =

=
1

2
m ṙ2 +

[
LO

2

2mr2
+ U(r)

]
≡ 1

2
m ṙ2 + Ueff (r) ,

(2.166)

dove si è definita l’Energia Potenziale efficace Ueff (r) quella che include il
termine col Momento Angolare, detta “Energia Potenziale Centrifuga”; questa
corrisponde ad una barriera di potenziale, cioè ad una forza repulsiva che, se
presente, impedisce al punto materiale di cadere nel centro O.
L’eq.(2.166) ha la forma dell’energia del moto unidimensionale (nella coordinata
r) di un punto materiale soggetto ad un campo di energia potenziale Ueff .
Poiché le zone permesse sono solo quelle per le quali E ≥ Ueff , lo studio
di quest’ultima (come funzione della distanza r da O) permette di stabilire
l’intervallo di variabilità di r al variare dell’energia (costante) E, e quindi, in
definitiva, di intuire qualitativamente il tipo di traiettoria del punto materiale
nel piano.
Applichiamo quanto detto al caso specifico della Gravitazione Univerale di New-
ton, per la quale l’energia potenziale è data dalla (2.76), con lo scopo di pre-
vedere, qualitativamente, che tipo di traiettorie possono avere, per esempio, i
corpi celesti (di massa m) nel campo di gravità di un corpo (molto più) massic-
cio (di massa M) posto nel centro O delle coordinate. In questo caso l’energia
potenziale efficace è data dalla seguente formula:

Ueff (r) =
LO

2

2mr2
− GM m

r
. (2.167)

Lo studio di questa funzione ci mostra che:

lim
r→0

Ueff (r) = +∞ , lim
r→∞

Ueff (r) = 0 , ; ;U(r) < 0 per r >
LO

2

2GM m2
≡ r∗

2
,

e che presenta un minimo assoluto in

r = r∗ =
LO

2

GM m2
, (2.168)

pari a
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Umin ≡ Ueff (r∗) = −G
2M2m3

2LO
2 , (< 0) . (2.169)

Ciò è sufficiente per poter concludere che avremo traiettorie aperte e illimitate
per ogni valore dell’energia E ≥ 0 ; in particolare, avremo orbite iperboliche per
E > 0 ed orbite paraboliche se l’energia è zero. Il punto di minima distanza
dall’oggetto centrale M (unico punto di inversione nel caso E > 0) si può
ottenere trovando l’unica soluzione accettabile (positiva) dell’equazione E =
Ueff (r) , e risulta essere dato da:

rmin =

√(
GM m

2E

)2

+
LO

2

2mE
− GM m

2E
, (per E > 0) . (2.170)

Nel caso dell’orbita parabolica, che si ha se E = 0 , la minima distanza è invece
data da:

rmin =
LO

2

2m2M G
≡ r∗

2
, (per E = 0) . (2.171)

Per energie negative ma maggiori del minimo di Ueff dato in (2.169), si hanno
due punti di inversioni e quindi orbite limitate, che in particolare risultano essere
ellittiche; le distanze minima e massima da O sono date dalla seguente formula:

rmax(min) =
GM m

2 |E|
±

√(
GM m

2 |E|

)2

− LO
2

2m |E|
, (per 0 > E > Umin) .

(2.172)

Infine, nel caso in cui l’energia del sistema sia proprio uguale al minimo di Ueff
dato iin (2.169), si ha un unico valore possibile della distanza r, corrispondente
perciò ad orbite circolari di raggio r = r∗ dato in (2.168). Allo stesso mo-
do, possiamo studiare il caso in cui si abbia una qualsiasi altra forma di forza
centrale.

2.9.1 Ulteriori Considerazioni sulla Gravità Terrestre

Ci sono alcuni aspetti della Gravità Terrestre che meritano qualche approfondi-
mento. Per prima cosa vogliamo mostrare come la classica espressione dell’ener-
gia potenziale utilizzata vicino alla superficie terrestre, data in eq.(2.74), possa
essere vista come una prima approssimazione della formula esatta (2.76), appli-
cabile per quote h molto minori del raggio della Terra R. In effetti, sviluppando
quest’ultima in serie (di potenze di h/R (� 1))32 si ottiene:

32similmente a quanto si è fatto nello studio della caduta dei gravi presentato nei §§2.2.1 e
2.2.2.
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U(r = R+ h) = −GM m

R+ h
= −GM m

R

(
1 +

h

R

)−1

' −GM m

R

(
1− h

R

)
=

' −GM m

R
+
GM m

R2
h ≡ (costante) +mg h ,

(2.173)

dove si è di nuovo fatto uso dello sviluppo33: (1 ± x)α ' 1 ± αx + O(x) , per
|x| � 1 , e dove si è definita l’accelerazione di gravità sulla superficie terrestre:
g = GM/R2 ' 9.81 m/s2 . La (2.173) ci conferma che, a meno di una costante
additiva, l’espressione U = mg h possa considerarsi una forma approssimata
della formula corretta (2.76).

Altra considerazione va fatta sulla gravità all’interno della Terra stessa. La leg-
ge della Gravitazione Universale di Newton data in (2.75) non è chiaramente
applicabile per r < R , anche perché darebbe un risultato privo di senso avvici-
nandosi al centro (FG →∞ per r → 0 ). È anzi logico aspettarsi che la gravità
si annulli esattamente per r = 0. Per determinare il corretto comportamento
della forza di gravità internamente alla Terra possiamo utilizzare il Teorema di
Gauss34, secondo il quale, la forza di gravità agente su una particella di massa
m che si trova ad una distanza r dal centro (della Terra) è dovuta soltanto
alla massa contenuta all’interno della sfera avente per raggio la stessa distanza.
Assumendo per semplicità una densità costante, pari a ρ = M/(4π r3/3) , ciò
ci permette di scrivere:

FG(r) = −Gm
r2

Mint(r) = −Gm
r2

ρ

(
4

3
π r3

)
=

= −GM m

R3
r ≡ −K r , (per r < R) ,

(2.174)

una forza del tutto simile a quella elastica data dalla Legge di Hooke. Questo
significa che se fosse possibile praticare un tunnel dal polo Nord al polo Sud
passante per il centro della Terra, un oggetto lasciato cadere al suo interno
sarebbe caratterizzato da un moto armonico di pulsazione:

ω =
2π

T
=

√
K

m
=

√
GM

R3
=

√
g

R

ed un periodo T = 2π
√
R/g ' 5000 s ' 1h 24′ .

Dall’eq.(2.174) possiamo anche calcolarci l’energia potenziale per r < R , esten-
dendo cos̀ı il risultato dato in (2.76):

U(r) = −GM m

r
(2.175)

33Vedi Nota 10.
34Solitamente applicato nel contesto dell’elettrostatica; vedasi, e.g., i già citati Complementi

di Elettromagnetismo.
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(valido per ogni r ≥ R), dal quale si evince che sulla superficie (r = R) possiamo
porre:

U(R) = −GM m

R
. (2.176)

Sfruttando quindi il fatto che l’energia potenziale deve essere una funzione
continua, integrando la (2.174) si ottiene:

U(r)− U(R) = −
∫ r

R

FG · dr =

∫ r

R

GM m

R3
r dr =

GM m

2R3
(r2 −R2) , (2.177)

da cui, tenendo conto della (2.175), si arriva in definitiva al seguente risultato:

U(r) = −GM m

R
+
GM m

2R3
(r2 −R2) = −GM m

2R3
(3R2 − r2) , (per r < R) .

(2.178)

La rappresentazione grafica di questa espressione è una parabola (con vertice
in r = 0) che si unisce con continuità (in r = R) con l’iperbole equilatera che
rappresenta la (2.76) (o la (2.175)).

2.9.2 La Terza Legge di Keplero (per orbite circolari)

Dopo aver visto come la Seconda Legge di Keplero sia una diretta conseguenza
della legge di conservazione del Momento Angolare, per completezza trattere-
mo anche della Terza Legge, limitandoci per semplicità alle sole orbite circolari.
Come si è visto nel §2.9, le orbite circolari (di raggio r∗ dato in (2.168)) cor-
rispondono al minimo valore possibile per l’energia del sistema (eq.(2.169)).
Questo risultato si sarebbe potuto ottenere anche più facilmente, osservando
che un’orbita circolare può essere interpretata come l’effetto di un equilibrio tra
la forza gravitazionale FG e quella centrifuga Fcf . Utilizzando l’eq.(2.6) si può
quindi scrivere la seguente condizione:

FG =
GM m

r∗2
= Fcf = mω2 r∗ =

4π2mr∗
T 2

, (2.179)

dove T è il Periodo di Rivoluzione del pianeta attorno al Sole. Da questa ugua-
glianza si arriva direttamente alla forma classica con cui viene presentata la
“Terza Legge di Keplero”, valida nell’ipotesi35 in cui l’oggetto centrale abbia
una massa (M) molto maggiore di quella del pianeta (m):

r∗
3

T 2
=
GM

4π2
(= costante) , (2.180)

35Nel §2.9.5 vedremo come questa legge si generalizza (eq.(2.193)) al caso in cui le masse m
ed M siano comparabili tra loro.
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secondo la quale “il rapporto tra il cubo della distanza di ciascun pianeta36 dal
Sole e il quadrato del suo periodo di rivoluzione è costante (cioè indipendente
dal pianeta).
Ricordiamo che la Prima Legge di Keplero attesta semplicemente che i pianeti
percorrono orbite ellittiche intorno al Sole, posto in uno dei suoi due fuochi.

2.9.3 Velocità di Fuga da un pianeta

Tutti danno per certo che lanciato un oggetto verso l’alto prima o poi ricadrà a
terra, ed è pur chiaro aspettarsi che quanto maggiore è la velocità iniziale, tanto
maggiore sarà l’altezza massima raggiunta prima di invertire il moto verso terra.
Ed ecco allora che sorge la domanda: quant’è la minima velocità iniziale (verso
l’alto) che è necessario imprimere ad un corpo per far s̀ı che non ricada a terra,
ma che possa allontanarsene indefinitamente? Tale velocità (vf ) è detta “di
fuga”. Per la sua determinazione è sufficiente applicare ancora una volta la
Legge di Conservazione dell’Energia Meccanica. Inizialmente, cioè subito dopo
il lancio, l’oggetto oltre all’energia cinetica ha anche un’energia potenziale data
dalla (2.176), e poiché a grandi distanze, r � R , si ha U(r) → 0 , da tale
conservazione si ottiene:

Ei = Ec(i) + Ui =
1

2
mv0

2 − GM m

R
= E∞ ≡ Ec(∞) ≥ 0 , (2.181)

da cui, in definitiva, si deduce che la velocità di fuga è data da:

v ≥ vf =

√
2GM

R
. (2.182)

Per esempio, per la Terra si trova che vf ' 11 km/s .

2.9.4 Problema dei Due Corpi e Massa Ridotta

Consideriamo il problema generale del moto di due particelle, di masse m1 e m2,
in interazione tra loro. La posizione nello spazio del sistema sia descritta dai
rispettivi raggi vettore r1 e r2 , mentre la forza tra di esse sia F1→2(r1, r2) =
−F2→1(r1, r2) . Se prendiamo in considerazione l’intero sistema, non essendoci
forze esterne, si ha la conservazione della quantità di moto, che implica un moto
rettilineo uniforme del centro di massa:

Q̇ = m1 r̈1 +m2 r̈2 = (m1 +m2) r̈G = Fext = 0 ⇒

Q = m1 ṙ1 +m2 ṙ2 = (m1 +m2) vG = costante ⇒

rG(t) =
m1 r1(t) +m2 r2(t)

m1 +m2
= rG(0) + vG t .

(2.183)

36Nel caso più generale di un’orbita ellittica, invece del raggio r∗ , nell’enunciato della Terza
Legge di Keplero dovremmo utilizzare il semiasse maggiore.
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D’altra parte, le equazioni del moto delle due particelle, prese separatamente,
sono le seguenti:

{
m1 r̈1 = F2→1(r1, r2) ,
m2 r̈2 = F1→2(r1, r2) = −F2→1(r1, r2) .

(2.184)

Si tratta di un sistema di due equazioni differenziali accoppiate. Per la sua
risoluzione conviene effettuare un cambio di variabili, dalla coppia (r1, r2) alla
coppia:

rG =
m1 r1 +m2 r2

m1 +m2
, r = r2 − r1 . (2.185)

Dell’equazione del moto per il raggio vettore del centro di massa si è già trovata
la soluzione (2.183) sfruttando la conservazione della quantità di moto. Per
la variabile “distanza relativa” r , l’equazione del moto può essere ottenuta
dividendo la prima delle eq.(2.184) per m1 e la seconda per m2, e prendendo
poi la differenza, ottenendo cos̀ı:

r̈2 − r̈1 ≡ r̈ = −
(

1

m1
+

1

m2

)
F2→1(r1, r2) . (2.186)

Poiché la forza tra le due particelle dipende sempre solo dalla loro distanza
r = |r2 − r1| , la (2.186) risulta essere un’equazione differenziale ordinaria nella
variabile r, che si può scrivere:

µ r̈ = −F2→1(r) , (2.187)

dove si è definito:

1

µ
=

1

m1
+

1

m2
; (2.188)

µ è detta “massa ridotta” del sistema. L’eq.(2.187) può essere interpretata come
l’equazione del moto di un corpo fittizio di massa µ , soggetto alla stessa forza
esistente ta le due particelle, la cui posizione nello spazio rappresenta proprio il
vettore della distanza relativa r = r2 − r1 . Dalla soluzione esplicita di questa
equazione, r(t) , e dalla (2.183), possiamo infine risalire ai raggi vettore delle
due particelle:

r1(t) = rG(t) +
m2

m1 +m2
r(t) , r2(t) = rG(t)− m1

m1 +m2
r(t) . (2.189)
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2.9.5 Esempio: Sistema di Stelle Doppie

Come esempio di quanto detto nel paragrafo precedente, consideriamo due stelle
di masse m e M , distanti d , in rotazione attorno al comune centro di massa,
preso come origine di un sistema di riferimento (non-inerziale) solidale con l’asse
congiungente le due stelle. In tale sistema, la posizione delle due stelle è descritta
dalle due coordinate x′m > 0 e x′M < 0 , tali che

M x′M +mx′m ≡ (M +m)x′G = 0 ,

ovvero x′M = −m
M x′m , e quindi:

x′m =
d

1 + m
M

, x′M = − d

1 + M
m

. (2.190)

Per entrambe le stelle si ha equilibrio (in questo sistema di riferimento so-
lidale col comune centro di masse e rotante con le stelle stesse) tra la for-
za gravitazionale e la forza centrifuga, equilibrio che si traduce nelle seguenti
condizioni:

FG =
GM m

d2
= Fcf (M) = −M ω2 x′M = Fcf (m) = mω2 x′m . (2.191)

Esprimendo quindi le coordinate delle due stelle in termini della loro distanza
d, in accordo con le (2.190), si trova il seguente risultato:

GM m

d2
= mω2 d

1 + m
M

=
mM

m+M
ω2 d ≡ µω2 d , (2.192)

che, oltre a confermare quanto detto nel paragrafo precedente a proposito del
significato della massa ridotta µ , fornisce un’utile correzione alla Terza Legge
di Keplero data in (2.180), per il caso generale in cui una delle due masse non
sia molto maggiore dell’altra37:

d3

T 2
=
G (M +m)

4π2
. (2.193)

L’applicazione di questo risultato al sistema solare ci fa capire che in realtà il
rapporto tra i cubi delle distanze dal Sole ed il quadrato dei periodi di rivoluzio-
ne, dipendendo da m , non è più lo stesso per tutti i pianeti, come invece previsto
dalla versione semplificata della Terza Legge di Keplero data nella (2.180).

37Si ricorda che l’eq.(2.180) è verificata abbastanza bene per i pianeti del sistema solare in
virtù del fatto che essi hanno tutti masse molto minori di quella del Sole, il quale perciò può
ritenersi fermo (nell’origine delle coordinate, coincidente col centro di massa Sole-Pianeta),
con i pianeti che gli ruotano attorno.



Capitolo 3

Appendice: Schema
(Generale) di Risoluzione di
un Problema di Meccanica

Anche se è indubbiamente vero che ogni problema va esaminato a sé, tuttavia,
in molti casi può essere utile attenersi al seguente Schema:

1. Individuazione delle diverse Fasi Temporali in cui può essere suddiviso il
problema (e.g., fase statica, fase impulsiva, fase dinamica-standard, etc.);

2. Per ciascuna Fase Temporale, suddivisione del Sistema in Sottosistemi
(i.e., le varie parti del Sistema di cui ci interessa studiare il moto e per le
quali si devono trovare e risolvere le equazioni del moto);

3. Scelta del/dei Sistemi di Riferimento, precisandone la natura Inerziale o
Non-Inerziale;

4. Per ciascuna Fase Temporale, individuazione delle Forze (o degli Impulsi,
se in Fase Impulsiva) agenti su ciascun Sottosistema;

5. Scrittura delle Equazioni Cardinali per ciascun Sottosistema per ognuna
delle Fasi Temporali;

6. Scomposizione delle equazioni cardinali rispetto al/ai Sistemi di Riferi-
mento scelti precedentemente;

7. Eventuali Vincoli Cinematici (cioè le relazioni esistenti tra le variabili
cinematiche che descrivono la configurazione spaziale del Sistema);

8. Eventuali Leggi di Conservazione (e.g., dell’Energia per sistemi conserva-
tivi o della Quantità di Moto per sistemi isolati, etc.).
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Capitolo 4

Conclusioni

Come indica lo stesso titolo: “Complementi” di Meccanica, la presente dispensa
non vuole (e non potrebbe) certo essere un “testo” sull’argomento, da usare in
sostituzione del vero “Libro di testo” (qualunque sia quello adottato dal Corso).
Vuole invece servire da complemento (o completamento) del Testo, utile per
qualche specifico approfondimento, oppure per un rapido ripasso sulle principali
tematiche della Meccanica.
Per i molti argomenti non trattati, o trattati solo superficialmente, si riman-
da il lettore ai molti testi in circolazione, alcuni dei quali sono riportati nella
Bibliografia che segue.
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