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0.1. PREFAZIONE )

0.1 Prefazione

Questa Dispensa ¢ divisa in due parti distinte. Nella prima viene data una
concisa trattazione degli aspetti fondamentali della teoria dei Campi Elettro-
magnetici, che riteniamo possa essere utile anche come complemento alla usuale
esposizione data in molti dei testi di Fisica Generale. Dopo un breve compen-
dio di Algebra ed Analisi Vettoriale, trattiamo dapprima il campo elettrostatico
e quello magnetico, dopodiché, attraverso lo studio delle equazioni di Maxwell,
arriviamo a studiare le caratteristiche delle onde elettromagnetiche. Nella secon-
da parte, invece, vogliamo dare un’introduzione informale ai concetti che hanno
portato alla nascita della Teoria dei Quanti e della Fisica Quantistica. Dopo
qualche cenno ai problemi relativi alla Radiazione di Corpo Nero, agli Effetti
Fotoelettrico e Compton, e ai modelli atomici di Rutherford e Bohr, arriviamo
all’equazione di Schrédinger che descrive il comportamento quantomeccanico
delle particelle. Nella parte finale viene dato qualche esempio applicativo di
questa equazione, tra cui I’Effetto Tunnel, del quale viene anche dimostrata una
formula approssimata.
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Capitolo 1

Complementi di
Elettromagnetismo

1.1 Introduzione

Come ¢ ben noto, tutte le forze esistenti in natura possono essere riconducibili
a solo quattro Interazioni Fondamentali. Quelle che ci sono pit familiari so-
no la forza Gravitazionale, dominante a grandi distanze e percio responsabile
della struttura dell’Universo su scala astronomica, e le forze Elettromagnetiche,
essenziali per la struttura atomica e molecolare della materia, e quindi anche
determinanti in tutti i processi chimici e biologici. Entrambe queste forze han-
no un raggio d’azione infinito. Le altre due interazioni sono associate alle forze
nucleari Forte e Debole, che, pur avendo un raggio d’azione molto limitato, del-
'ordine delle dimensioni di un nucleo atomico, O(107*?) em, hanno un ruolo
fondamentale su come e fatta la materia e 'intero Universo. La forza Forte &
infatti responsabile dell’esistenza di protoni e neutroni (interpretati come stati
legati di costituenti pitt elementari, i Quark), e rende anche possibile la presenza
di nuclei (e quindi elementi) pesanti contenenti molti protoni, nonostante la forte
repulsione elettrica tra di essi. La forza debole, forse meno nota, & responsabile
di molti fenomeni radioattivi, e gioca un ruolo importante nei fenomeni nucleari
che sono alla base della produzione di energia all’interno delle stelle. L’inten-
sita intrinseca delle due forze nucleari e di quella elettromagnetica (variabili con
Penergia a causa di fenomeni quantistici) risulta essere simile, entro un paio di
ordini di grandezza (Fyorte ~ 100 - Fyepore,em)- Questo fatto ha dato ai fisici la
speranza di poter unificare queste tre interazioni nel contesto di una Teoria di
Grande Unificazione (Grand Unified Theory, GUT). Ed in effetti, negli ultimi 40
anni sono stati proposti molti modelli, tutti basati su particolari Principi di Sim-
metria (associati a gruppi di simmetria, quali SU(5), SO(10), Eg, etc.). D’altra
parte, piuttosto misteriosamente, la gravita appare invece enormemente piu de-
bole delle altre tre forze, di almeno 40 ordini di grandezza (Fg/Fep ~ 10740).
Per questo motivo, per molti anni si € ritenuto che una vera Unificazione totale
di tutte le forze, inclusa la gravita, potesse essere irrealizzabile. Tuttavia, lo
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8 CAPITOLO 1. COMPLEMENTI DI ELETTROMAGNETISMO

sviluppo di nuove idee, basate sulla Teoria delle Stringhe e sulla possibilita di
avere extra dimensioni spaziali, in aggiunta alle tre ordinarie che percepiamo
normalmente, ha permesso di costruire modelli che potenzialmente potrebbero
spiegare, in linea di principio, tutto cio che ci circonda, unificando tutte le forze,
una vera Teoria del Tutto (Theory of Everything, TOE).

In queste note concentreremo la nostra attenzione su una soltanto delle intera-
zioni fondamentali, quella elettromagnetica. Inizieremo presentando le analogie
e le differenze tra la forza elettrostatica (di Coulomb) che si esercita tra cariche
elettriche e quella gravitazionale (di Newton) presente nel caso di particelle mas-
sive. Ma prima di poterci addentrare nell’argomento riteniamo utile richiamare
alcuni concetti fondamentali di Algebra e Analisi vettoriale; questo perché, come
vedremo, le leggi che descrivono tutti i fenomeni elettromagnetici assumono una
forma particolarmente semplice e concisa se espresse in forma vettoriale.

1.2 Elementi di Algebra e Analisi Vettoriale

Fondamentalmente, le grandezze fisiche si distinguono in scalari e vettoriali'. Le
grandezze che risultano completamente descritte da un sol numero sono dette
scalari; e.g., la massa e l'energia. Le grandezze vettoriali, come la velocita e
le forze, sono invece descritte da tre informazioni (intensita, direzione e verso),
ovvero tre numeri. Qui rappresenteremo queste grandezze in gmssett02 (e.g.,
v, F, etc.), per distinguerle dal loro modulo o intensitd (e.g., v = |v|, F =
|F|, etc.). Si assumono note le definizioni di base e le proprieta associativa e
commutativa della somma vettoriale, come pure i relativi metodi grafici, quali la
regola del parallelogramma e della poligonale chiusa (o punta-coda). Si ricorda
che per ogni vettore v puo essere definito il corrispondente versore, © = v /v,
avente la stessa direzione e lo stesso verso, ma di modulo unitario.
Introducendo un sistema di coordinate cartesiano O(z,y,z) ogni vettore v nello
spazio puo essere scomposto nei suoi vettori componenti:

v=ugituv, vk, (1.1)

dove i,j e k sono i versori diretti nelle direzioni degli assi coordinati z,y, z,
rispettivamente. Le quantita scalari v, , v, ,v. sono dette le componenti del
vettore v nel suddetto sistema cartesiano. Dal teorema di Pitagora si trova che
Iintensita di v e data da:

v=|v|= /2 +v,2 40,2, (1.2)

Il vettore ottenuto moltiplicando un vettore v per uno scalare A & semplicemente
un vettore le cui componenti sono tutte moltiplicate per questo fattore®:

w=Av = w;,=Av, Vi=uzy,2). (1.3)

I Esistono tuttavia anche grandezze piti complesse, dette tensoriali.

2In alcuni testi viene invece utilizzata una freccia sopra la lettera che le caratterizza (e.g.,
¥, F, etc.).

31n algebra vettoriale (e tensoriale) & spesso conveniente utilizzare equazioni in cui le varie
componenti sono rappresentate da opportuni indici: 1=z,2=y, 3=z.
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La somma di due vettori u e v ¢ invece un vettore che ha per componenti la
somma, delle stesse componenti:

w=u+v = w,=u;+v;, Vi=xz,y,2). (1.4)

E’ possibile moltiplicare tra loro i vettori in due modi distinti. Il cosiddetto
prodotto scalare tra due vettori u e v e definito come:

U -V=0UUCOSQA=UVy, =VU, =V U, (1.5)

(u-v silegge u scalar v), essendo o ’angolo tra essi compreso, e dove v, € u, sono
le proiezioni di v su u e di u su v, rispettivamente. Ne segue che u-v & positivo
se Pangolo « & acuto (< 7/2), & negativo se a & ottuso (> 7/2), ed & infine nullo
se 1 due vettori sono perpendicolari tra loro (o« = 7/2). L’ortogonalita degli assi
cartesiani (secondocui%-%zf-}' =k k= 1,e i} =ik :j’-l%=0)
ci permette di esprimere il prodotto scalare tra due vettori in termini delle
rispettive componenti:

u-v = (uyi+ uyj + uzl;:) (vgi + ”ij' +”sz€) =

:uwvw%-%—l—uwvyi-ﬁ—l—...+uzvyl%-j+uzvzl%~k: (1.6)

= UV = Up Vg + Uy Uy + UV, .

Un secondo modo di moltiplicare tra loro due vettori ¢ attraverso il cosiddetto
prodotto vettoriale, definito come segue: dati due vettori u e v, il loro prodotto
vettoriale da come risultato un vettore (w), diretto perpendicolarmente al piano
da essi individuato (ben definito nel caso in cui i due vettori non siano paralleli
o antiparalleli) e di modulo dato da:

|W| =w=wuvsina; (1.7)

il verso ¢ infine determinato dalla cosiddetta regola della mano destra, secondo
la quale questo coincide col verso del pollice, quando si ponga la mano (destra)
di taglio* sopra il primo fattore (diciamo u), in modo da raggiungere il secondo
(v) con la minor rotazione possibile della mano stessa. Tale prodotto viene
indicato con u A v (si legge u vettor v), e dalla sua stessa definizione risulta
evidentemente essere antisimmetrico: u Av = —v Au. Un modo conveniente
di esprimere il prodotto vettoriale tra due vettori, quando se ne conoscano le
componenti cartesiane, ¢ attraverso il seguente determinante:

I
UAV = Uy Uy Uy | =
Vg Uy U . (1.8)

= i(uyvz —uvy) + j(uzvm — UzpVy) + /%(uxvy — UyVy)

4cioe, perpendicolarmente al piano contenente i due vettori dati.



10 CAPITOLO 1. COMPLEMENTI DI ELETTROMAGNETISMO

Naturalmente uAv = 0 se i vettori u e v sono paralleli (o antiparalleli). Talvolta
sono pure utili i seguenti risultati notevoli:
u-(vAw)=w-(uAv)=v-(wAu) (1.9)

(proprieta simmetrica del prodotto triplo-misto per permutazione ciclica), e:

uA(vAw)=v(u-w)—w(u-v), (1.10)

(formula del doppio prodotto vettoriale).

Spesso nei problemi di elettromagnetismo i sistemi fisici, per esempio distri-
buzioni spaziali di cariche o correnti elettriche, presentano simmetrie assiali o
sferiche. In tali casi risulta piu conveniente utilizzare coordinate cilindriche
(p, @, 2) o sferiche (r,0, ¢), anziché quelle cartesiane. Quelle cilindriche sono es-
senzialmente ’estensione tridimensionale delle comuni coordinate polari piane,
e sono legate alle coordinate cartesiane dalle seguenti relazioni:

p=rtty?,
¢ = arctan L4 , (1.11)
x

z =z

(ove ¢ € [0,27]), le cui formule inverse sono:

T =pcos¢p, y=psing, z==z. (1.12)

In questo sistema di coordinate I’elemento infinitesimo di volume si scrive:

dV = pdp d¢dz, (1.13)

(essendo uguale a p lo Jacobiano della trasformazione da coordinate cartesiane
a cilindriche). Le coordinate sferiche sono invece definite dalle seguenti formule:

VarZ+y? + 22,
z

0 = arccos — = arccos
T

r
z

N (1.14)

¢ = arctan L2 ,
x
(con 0 € [0, 7] e ¢ € [0,27]), invertendo le quali si ottiene:
x=rsinf cos¢p, y=rsinfsing, z=rcosh. (1.15)
L’elemento infinitesimo di superficie sferica (ciog, con r = costante) ¢ dato da:

dS =r*dQ =12 sinfdf do, (1.16)

dove df? & detto elemento infinitesimo di angolo solido; ’angolo solido totale
(analogo al 27 dell’angolo piano) ¢ uguale a 47 (infatti, § dQ = [ sin 0 df fo% do =
227 = 4 ). L’elemento infinitesimo di volume si scrive quindi:
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dV =drdS = r*drdQ = r? sin 0 dr df dep (1.17)

(infatti, in questo caso lo Jacobiano della trasformazione & uguale a |J| =
r? sin#); naturalmente, la sua integrazione (in 7 tra 0 e R, in § da 0 a 7 e
in ¢ tra 0 e 27), riproduce la nota formula del volume di una sfera di raggio R:
V= %’/TT’B .

Uno dei concetti fondamentali per lo studio dell’elettromagnetismo, ma dovrem-
mo dire per lo studio di gran parte della Fisica Moderna, & quello di Campo. Un
Campo Scalare & semplicemente una funzione ¥(r) = ¥(z,y, z) definita in ogni
punto P (di raggio vettore OP = r) dello spazio. Analogamente, un Campo
Vettoriale E(r) puo essere definito attraverso le sue componenti cartesiane:

E(r) =i Ey(2,y,2) + ] By(z,y,2) + k E.(2,y,2). (1.18)

Da un punto di vista matematico, quindi, un campo scalare ¢ una funzione
¥ : R?® - R mentre un campo vettoriale ¢ una funzione E : R? — R3.
Possiamo dare una conveniente rappresentazione grafica di un Campo Vettoriale
attraverso le sue linee di forza (dette anche linee di campo), cioé quelle curve
che sono tangenti al vettore del campo in ogni punto.

In special modo in elettrostatica, giochera un ruolo importante il concetto di
Flusso di un campo vettoriale attraverso una qualche superficie S, definito come:

Dg(E) = /SE«ﬁdS, (1.19)

dove n ¢ il versore normale alla superficie in ogni suo punto P. Se poi la
superficie S e chiusa, diremo che:

B(E) = fiE.ﬁds (1.20)

rappresenta il Flusso netto di E uscente dal volume V racchiuso dalla superficie
S (9V =19).

Altro concetto importante, derivato dalla stessa definizione di Lavoro compiuto
da una forza durante lo spostamento di un punto materiale, € quello di integrale
di linea da A a B di un vettore E lungo una qualche curva ~, definito come:

B
IW(E;A—>B):/ E-dl, (1.21)

A’Y
essendo dl il vettore spaziale infinitesimo tangente alla curva v in ogni suo pun-
to. Dai corsi di Meccanica ci ricordiamo che in generale, per Forze (o Campi
Vettoriali) Non-Conservative, il lavoro (I'integrale) cosi definito dipende espli-
citamente dal particolare percorso (curva) v effettuato da A a B. Tuttavia, nel
caso di Forze (Campi) Conservative, 'integrale (1.21) dipende esclusivamente
dai punti iniziale A e finale B, e non da . Se la curva v ¢ chiusa (9y = (),

I'integrale
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C,(E) = fE-dl, (1.22)

e detto Circuitazione del vettore E lungo . Per quanto detto sopra, quindi, la
Circuitazione di un Campo Vettoriale (o Forza) Conservativo ¢ sempre nulla,
indipendentemente dalla scelta della curva .

A questo punto & utile estendere ai campi scalari e vettoriali il concetto di
Derivata. A tal fine & conveniente introdurre il cosiddetto simbolo nabla: V, che
in coordinate cartesiane e definito come:

~0d ~0 -0
V=i—+j5j—+k—. 1.23
oz 7 y 0z ( )
Questo operatore differenziale assume significati diversi a seconda di come viene
applicato. Quando V agisce su un Campo Scalare W , il risultato che si ottiene

¢ un campo vettoriale che viene detto Gradiente di ¥ :

~O0U 0¥ L OU

V\IJEgrad\I/:i%-l-jafy—i—ka. (1.24)
Questo vettore ha la notevole proprieta di essere diretto, in ogni punto dello
spazio, nella direzione e verso di massimo aumento della funzione ¥, ed il suo
modulo & proprio uguale alla derivata di ¥ in tale direzione. Di conseguenza,
le Superfici di Livello di ¥, (cio¢ le superfici ove ¥(z,y,2) & costante) sono
in ogni punto perpendicolari al vettore V¥ . Per esempio, in elettrostatica le
superfici equipotenziali (V = costante) sono ovunque perpendicolari al vettore
campo elettrico E.
Altra applicazione dell’operatore nabla si ottiene moltiplicandolo scalarmente
per un vettore (cio¢, un campo vettoriale); in tal caso si parla di Divergenza del
vettore stesso, ed il risultato e evidentemente un campo scalare:

V-E=divE = OF, +8Ey +8EZ,
or dy 0z
il cui significato puo essere chiarito attraverso il Teorema della divergenza. Que-
sto teorema afferma che il flusso netto di un campo vettoriale E attraverso una
generica superficie chiusa S, & sempre uguale all’integrale esteso al volume V'
racchiuso da S della divergenza dello stesso campo vettoriale; in formula:

(1.25)

@S(E):%E%Lds :/V-EdV. (1.26)
s 1%
Cio suggerisce, infatti, che:

o . AP(E)

in altre parole, la divergenza di un campo vettoriale ¢ in ogni punto uguale al
limite a cui tendono i rapporti tra il suo flusso attraverso superfici centrate nel
punto stesso ed il volume da esse racchiuso, per volumi sempre piu piccoli. Di
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conseguenza, questa quantita potra essere diversa da zero solo nei punti in cui
siano presenti Sorgenti dello stesso campo vettoriale. Per esempio, la divergenza
del campo elettrico, come vedremo, ¢ ovunque proporzionale alla locale densita
di carica elettrica. Corollario del Teorema della Divergenza (eq.(1.26)) ¢ il fatto
che, se un campo E ha divergenza identicamente nulla (V-E = 0), allora anche
il suo flusso uscente da una qualsiasi superficie chiusa S e nullo; cido ha due
implicazioni: (1) le sue linee di campo sono sempre chiuse, e (2) le sue sorgenti
non esistono isolate; tali campi sono detti Solenoidali. Un tipico esempio &
fornito proprio dal Campo Magnetico: le sue linee di forza sono chiuse e, come &
noto, non ¢ possibile in alcun modo isolare i due poli (nord e sud) di un magnete.
E anche possibile moltiplicare vettorialmente 'operatore V per un campo vet-
toriale E; il risultato, detto rotore di E, si ottiene applicando 1’eq.(1.8) ed &
quindi dato da:

.

VAE =r1otE =

Ntlj %‘Qj T

j
o 0
ox dy
Ee By (1.28)
. 0E, OE, . 0E, OE, 0E, OE,

:Z(ay 8z)+](8z 8x)+]%(3:17_3y)'

Il suo significato puo essere chiarito da un altro importante teorema di Analisi
Vettoriale, il Teorema di Stokes, secondo il quale la circuitazione di un campo E
su una curva chiusa v & uguale al flusso del suo rotore attraverso una qualsiasi
delle possibili superfici S che hanno questo stesso contorno (cioe, tali che 95 =

7):

CA,(E):?{E-dl:/SV/\EﬁdS, VS| S =~. (1.29)
Y

Cio significa che, in ogni punto, la componente nella generica direzione 7 del
rotore di un vettore ¢ data dal limite a cui tendono i rapporti tra la circuitazione
del vettore stesso su contorni y sempre pill piccoli e la superficie S (di versore
1) che essi racchiudono; in formula, potremo cio¢ scrivere che:

AC,(E)
rot E(P)-n = lim —X1 .
(P) As—0  AS
Il Teorema di Stokes (eq.(1.29)) implica che tuttiicampi conservativi, per i quali
le circuitazioni sono sempre nulle, siano necessariamente anche irrotazionali,
ovvero caratterizzati da un rotore identicamente uguale a zero:

(1.30)

E conservativo <= VAE=0. (1.31)

Dalle stesse proprieta del prodotto vettoriale (a A a = 0) si evince quindi che,
per ogni arbitrario campo scalare ¢, si abbia:

VA(Ve)=0, (1.32)
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per cui ogni campo conservativo (e quindi irrotazionale) E pud sempre essere
espresso come gradiente di un opportuno campo scalare ¢, spesso detto (a meno
del segno) suo potenziale:

VAE=0 = E=(-)V¢. (1.33)

In meccanica, infatti, se F & una forza conservativa, il lavoro da essa compiuto
nello spostamento da A a B di un punto materiale pud essere scritto come
(meno) la variazione dell’energia potenziale U ad essa associata:

B
Lp(A— B) = /A F-dl =AU = —[U(B) - U(A)]. (1.34)

La sua formula inversa ci riporta in effetti alla:

F=-VU. (1.35)

La perpendicolarita tra il prodotto vettoriale di due vettori e ciascuno dei suoi
fattori (a- (a A'b) = 0), implica anche che, per qualsiasi campo vettoriale A,
sia:

V-VAA=0. (1.36)

Cio significa che ogni campo solenoidale, cioe a divergenza nulla, pud sempre es-
sere espresso come rotore di un opportuno campo vettoriale. Il campo Magnetico
B, per esempio, puo infatti essere scritto come:

V-B=0 = B=VAA, (1.37)

dove A e detto Potenziale Vettore.
Ultima applicazione dell’operatore nabla di cui faremo uso ¢ I'operatore Lapla-
ciano, definito come prodotto scalare di due V :
0? 02 02
A=V2=V.V=—+——+—, 1.38
Ox? * 0y2 + 072 (1.38)
che puo essere applicato sia a campi scalari che vettoriali.
Gli elementi di algebra e analisi vettoriale che abbiamo presentato in questa
sezione costituiscono i principali strumenti matematici che utilizzeremo nella
nostra breve trattazione dell’elettromagnetismo.

1.3 Forza di Coulomb e forza di Newton: analogie e dif-
ferenze

Come si e detto nell’ Introduzione, tutta la materia dell’Universo ¢ essenzialmente

costituita da particelle: protoni, neutroni (o meglio, guarks), elettroni, neutri-

ni, etc., in interazione tra loro attraverso una o pill interazioni fondamentali®.

La caratteristica di ciascuna particella che quantifica la capacita di interagire

5Nel contesto della moderna Teoria dei Campi esistono tuttavia anche altre interazioni, per
esempio quelle associate al Bosone di Higgs, responsabili della massa delle particelle stesse.
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attraverso una determinata interazione fondamentale & genericamente detta ca-
rica; all’interazione elettromagnetica e associata la familiare carica elettrica, a
quella gravitazione ¢ associata la massa®, alla Forza Forte la cosiddetta carica
di colore ed infine a quella Debole la carica di isospin. In particolare tra la For-
za Gravitazionale e quella Elettrica esistono strette analogie. Come € noto dai
Corsi di Meccanica, la forza di attrazione che si esercita tra due corpi massivi
posti ad una certa distanza r & data dalla Legge di Newton della Gravitazione
Universale:

mimsa

FGziGN 2 )
r

(1.39)

dove Gy ~ 6.67-10711 Nm?/kg? & una costante universale della natura.
Per gli sviluppi futuri, risulta conveniente introdurre il concetto di Campo di
Forza. Questo & un campo vettoriale, definito in tutti i punti dello spazio come
la forza che si eserciterebbe in tal punto sull’unita di carica. Questo significa,
per esempio, che una massa M posta nell’origine delle coordinate genera in un
generico punto P (di raggio vettore OP = r) un Campo Gravitazionale G dato
dalla:

G(I‘) = —GN

(1.40)

M
T

M
dove si & tenuto conto della (1.39).

Le principali proprieta di questo campo possono essere riassunte nei seguenti
punti:

e La carica ad esso associata, cioe la massa, ¢ una quantitd conservata’
inoltre, il fatto che questa non possa essere negativa, implica che la gravita
sia sempre solo attrattiva.

e Il campo G soddisfa il Teorema di Gauss, secondo il quale il flusso net-
to del (vettore del) campo uscente da una qualsiasi superficie chiusa S
¢ direttamente proporzionale alla carica (massa) totale contenuta in es-
sa. Questo teorema avra notevoli applicazioni, come vedremo piu avanti,
proprio in Elettrostatica. La validita di questo teorema, sia nel caso del
campo gravitazionale che di quello elettrico, ¢ dovuta alla proporzionalita
quadratica inversa con la distanza contenuta nelle eq.(1.39) e (1.40).

e Soddisfa inoltre il cosiddetto Principio di Sovrapposizione, secondo il quale
il campo generato da piu sorgenti ¢ semplicemente la somma (vettoriale)
dei singoli campi; la validita di questo principio ¢ dovuta alla linearita
del campo gravitazionale (come pure di quello elettrico) rispetto alle sue
sorgenti (masse o cariche elettriche che siano).

6In realtd, secondo la teoria della Relativitd Generale, la carica gravitazionale non & sempli-
cemente la massa della particella, ma una grandezza piu complessa, costruita dalla sua Energia
e dal suo Impulso, il cosiddetto Tensore Energia-Impulso; restando tuttavia nel contesto della
Fisica Classica, possiamo ignorare questo fatto.

"In realtd, come precisato nella Nota precedente, & 1’Energia ad essere conservata,
esattamente!
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e Infine, il campo G (come pure il campo elettrico-statico, o elettrostatico,
E) & un campo Conservativo, poiché il lavoro da esso compiuto nello spo-
stamento di una particella da un punto A ad un punto B, non dipende dal
particolare percorso effettuato, ma solo da questi punti estremi. In tal ca-
so, il campo stesso G puo essere scritto come nell’eq.(1.33): G = —Vog ,
essendo ¢ il potenziale gravitazionale.

Come si e gia detto, la forza elettrica presenta forti analogie con quella gravi-
tazionale. Infatti, la forza che si esercita tra due cariche elettriche puntiformi
q1 € g2 poste (nel vuoto) ad una distanza r ¢ descritta dalla cosiddetta Legge di
Coulomb, del tutto simile a quella di Newton (1.39):

q1 92
r2

Fo = K, (1.41)
dove Ky ¢ la costante di Coulomb, spesso espressa in termini della costante
dielettrica nel vuoto ¢y ~ 8.85 - 10712 C?/Nm?:

L 0 100 2 /2

Ky = o 9-10" Nm*/C*. (1.42)
Si ricorda che nel Sistema Internazionale (S.1.) 'unitd di misura della carica
elettrica e il Coulomb. Se le cariche elettriche sono immerse in un mezzo diverso
dal vuoto, la forza elettrica tra di esse risulta ridotta di un fattore numerico
che dipende dal mezzo stesso; questo fattore (e.) € detto costante dielettrica
relativa, e permette di definire la costante di Coulomb in un generico mezzo
come segue:

K= Ko = i, (1.43)
€ 4re

dove € = ¢g ¢, € detta costante dielettrica del mezzo considerato; in acqua, per
esempio, €, ~ 80, per cui la forza di Coulomb risulta ridotta di circa 80 volte
quando le cariche, a parita di distanza, sono immerse in questo mezzo.
Poiché la forma della forza di Coulomb (eq.(1.41)) & simile a quella della Gra-
vitazione Universale (eq.(1.39)), non sorprende che il campo elettrico associato
alla prima abbia essenzialmente le stesse proprieta del campo G. L’unica impor-
tante differenza e che la forza di Coulomb puo essere sia attrattiva che repulsiva,
in conseguenza del fatto che le cariche elettriche, contrariamente alle masse delle
particelle, possono essere sia negative che positive; in particolare, cariche dello
stesso segno si respingono, mentre cariche di segno opposto si attraggono. Altra
differenza tra le due interazioni ¢ che, mentre la carica elettrica risulta essere
quantizzata, visto che tutte le cariche sono multipli di una carica elementare
e (~1.6-10712 C), uguale alla carica dell’elettrone®, le masse (per quanto ne
sappiamo!) possono assumere qualsiasi valore. Tuttavia, la differenza piu so-
stanziale consiste senz’altro nella diversa intensita intrinseca delle due forze. Per

8in realta, si tratta di multipli di una frazione di e, visto che i quark hanno carica +%e e

1
3€.
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rendersi conto di questo fatto e sufficiente calcolare il rapporto tra la forza elet-
trica e quella gravitazionale che si esercitano il protone e I’elettrone nell’atomo
di idrogeno:

Fc KQ 62

=97 o 10% 1.44
Fe Gymem, ’ ( )

un numero incredibimente enorme! Come gia accennato nell’ Introduzione, le
teorie piu recenti basate sulle stringhe e le extra-dimensioni, tentano di risolve-
re questo mistero, cercando una spiegazione della piccolezza della costante di
Newton Gy.

1.4 Il Campo Elettrico

Ingredienti fondamentali per lo studio dell’Elettromagnetismo sono, ovviamente,
il campo Elettrico E e quello Magnetico B. Qui introdurremo il primo, lascian-
do la trattazione del secondo alla Sezione 9, Il concetto di Campo fu introdotto
per la prima volta da Faraday nel XIX secolo, e da allora ha giocato un ruolo
sempre pit importante nello sviluppo della Fisica Moderna. Precisando ulterior-
mente quanto gia detto precedentemente a proposito del campo gravitazionale
G, potremmo definire campo in un punto dello spazio come una specie di forza
potenziale, cioe una forza che si eserciterebbe su un eventuale carica di prova
unitaria, qualora fosse posta in quel punto. Nel caso specifico del campo elet-
trico, per esempio, potremmo dire che la presenza stessa di cariche elettriche
modifica le proprieta fisiche dello spazio circostante, generando in ogni punto
una forza potenziale, che diventa attuale solo nel caso in cui nel punto stesso si
ponga effettivamente una carica. Operativamente, possiamo quindi definire il
campo elettrico E in un generico punto P dello spazio come:

E(P) = lim m , (1.45)

q—0 q

uguale cioe al limite a cui tende il rapporto tra la forza elettrica esercitata su una
carica elettrica ¢ posta in P e la carica stessa, per cariche sempre pit1 piccole®.
L’esempio piu semplice ¢ il campo elettrico in un punto P di raggio vettore
OP =r, generato da una carica elettrica puntiforme @ posta nell’origine delle
coordinate:

1 Q.

= Ay
47eq 12

E(r) (1.46)

La sua generalizzazione al caso in cui si abbiano piu cariche puntiformi Q;
(i=1,...,n) poste in punti P; (di raggi vettore OP;, = r; ) ¢ immediata:

1 Qi
B = 1 T e, wn)

dove r = OP.

9La necessita di prendere il limite & dovuta al fatto che la carica non deve modificare il
campo originario E che vogliamo definire in P.
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1.4.1 Esercizio 1

Siano date le seguenti due cariche nel piano: Q1 = —2-1075C in P;(2;1)m,
e Qy = 3-107°C in P,(1;5)m. Si determini il vettore campo elettrico E
risultante nel punto P(4;0)m (la sua espressione vettoriale, la sua intensita e
Pangolo polare da esso formato con l'asse delle ascisse).

Svolgimento:

Preliminarmente, dai raggi vettori del punto P e dei punti sorgente P, e Ps,
troviamo: r—r; = (20 —j)m e r—ry = (3i —57)m , i cui moduli sono quindi:
|r —r1| = V5m e |r —ra| = /34 m, rispettivamente. Applicando 'eq.(1.47) e
scrivendo separatamente i campi generati dalle due cariche in P, si ottiene:

Koq:

Ei(r) = m(r—rl) =
9.10°-(=2-107%) . .
-2 i e
= (—3.221 4+ 1.61j) - 10> N/C,
ed
Ko q2
E(r) = m(r—rz) =
.109-3-10"6 . N
LA LR R iTe

34v/34
= (0.417 — 0.687) - 10°> N/C,

la cui somma fornisce il vettore campo elettrico in P richiesto:

E(P)=E; + E; = (-2.81: 4 0.935) - 103 N/C..

La sua intensita ¢ E(P) = 2.96-10% N/C e I'angolo polare da esso formato con
I’asse delle z ¢ dato da:

FE .
@ = arctan (Ei) = arctan <—029831> ~ 162°.

1.4.2 1l Potenziale elettrico

Come si ¢ visto, il campo Elettrico E (nel caso stazionario in cui tutte le cariche
sono in quiete) & conservativo, per cui valgono le eq.(1.33). La differenza di
potenziale (d.d.p.) tra due punti A e B & quindi definita come:

A
E=-VV = Vag=V(4) - V(B) = —/ E-dl. (1.48)
B
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Nel S.I. la sua unita di misura ¢ il Volt: V (= J/C'). Nel caso in cui si abbia una
singola carica elettrica nell’origine, con il campo elettrico dato dall’eq.(1.46), la
differenza di potenziale risulta essere data da:
Q [(Ydr  Q (1 1
v -V = — — = .
(ra) (rs) dreg Jp 1?2 4rme

1.49
rA B ( )

Essendo sempre definito a meno di una costante additiva arbitraria, possiamo
porre uguale a zero il potenziale all’infinito (lim,_,. V(r) = 0), cosicché V (r)
nel caso di una carica ) posta nell’origine si puo scrivere:

Vi) = 2

dmegr’

(1.50)

che si puo di nuovo generalizzare al caso in cui si abbiano piu cariche puntiformi,
ottenendo:

_ 1 Qi
V(r) = e Z Tl (1.51)

Nel caso in cui le distribuzioni di carica siano continue, possiamo estendere
i risultati precedenti (eq.(1.47) e (1.51)), introducendo il concetto di densitd
di carica elettrica; solitamente si definiscono p = dQ/dv, o = dQ/dS e )\ =
dQ/dl, le densita di carica volumica, superficiale, e lineare, rispettivamente. Nel
primo caso, per esempio, il campo elettrico in un generico punto si calcolerebbe
attraverso il seguente integrale:

)
B(r) = o /Hr_r,'g( Ydv' (1.52)

esteso a tutto lo spazio v in cui & presente una densita di carica p, e dove
I’elemento infinitesimo di volume é:

dv' = &' = da'dy’d7’

Osservando che:
(r—r') 1
A=A )

e tenendo conto del fatto che l'operatore V = % coinvolge r ma non r’,
possiamo scrivere ’eq.(1.52) come:

1 p(r)
E = — V 1.54
(x) 4reg /v |r — r/| @, (1.54)

da cui segue che il potenziale V(r) puo esprimersi in questo caso come:

1 r
o )/ dv' (1.55)

471'6() v |I‘—I‘

Vir) =
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con E=-VV.

1.5 Teorema di Gauss e sue applicazioni

Come gia detto, il Teorema di Gauss ¢ uno dei teoremi fondamentali dell’elet-
trostatica. Esso afferma che il flusso netto uscente del vettore campo elettrico E
da una qualsiasi superficie chiusa S, definito nell’eq.(1.20), ¢ uguale alla somma
algebrica delle cariche elettriche contenute al suo interno, divisa per la costante
dielettrica ey (ovvero €, nel caso in cui il mezzo sia diverso dal vuoto):

d5(E) = ﬁE%dS _1 Z Qi, (1.56)

€0

dove la somma ¢ estesa a tutte le cariche contenute all’interno di S. Nel caso di
una distribuzione continua di carica di densita p(r), il teorema della divergenza
(1.26) ci permette di esprimere la (1.56) nella forma:

1
és(E):j{E-ﬁdS:/V-Edv:%/pdv, (1.57)
S v v

da cui, per I'arbitrarieta del volume v sul quale si integra, si arriva al seguente
notevole risultato:

V- E=dvE=". (1.58)
€0

Questa formula e nota come Prima eq. di Maxwell. Essa ci conferma il signi-
ficato da dare alla divergenza di un campo vettoriale, ovvero di essere in ogni
punto proporzionale alle sue sorgenti. Ricordandoci la relazione (1.48) tra E e
V', Peq.(1.58) ci permette anche di ottenere ’equazione, detta di Poisson, che
deve essere soddisfatta dal potenziale elettrico in conseguenza del teorema di
Gauss:

AV =-L (1.59)

essendo A Voperatore Laplaciano definito nell’eq.(1.38).

Anche se il teorema (1.56) ha validitd generale, nel senso che & vero per una
qualsiasi distribuzione spaziale di carica, esso ¢ tuttavia utile alla determina-
zione del campo elettrico, solo nel caso in cui il sistema presenti una simmetria
tale da farci intuire come & diretto E in ogni punto, pur senza conoscerne an-
cora l'intensita. In tali situazioni, il teorema si applica introducendo particolari
superfici chiuse (astratte-matematiche), dette superfici di Gauss, tante quante
sono le regioni distinte di spazio ove va determinato il campo E, scelte in mo-
do tale che sia particolarmente semplice il calcolo del flusso attraverso di esse,
proprio tenendo conto della simmetria del sistema. Tipicamente, per sistemi
a simmetria sferica le superfici di Gauss sono sfere, mentre se & presente una
simmetria assiale si introducono opportune superfici cilindriche. Poiché in tutti
i testi vengono gia trattati, a titolo illustrativo del Teorema, i classici esercizi
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della sfera, del filo, e del piano uniformemente carichi, qui abbiamo preferito
darne esempi diversi.

1.5.1 Esempio 1: Campo elettrico per un cavo coassiale

Come primo esercizio, vogliamo determinare il campo elettrico in tutto lo spazio
generato da un cavo cilindrico infinitamente lungo di raggio R e densita di carica
p(r) =k e~"/1  sul cui asse c¢’¢ un sottile filo uniformemente carico, con densita
di carica lineare \ tale da rendere il sistema globalmente neutro. Considerando
un tratto di cavo lungo dz, e utilizzando la formula (1.13) per ’elemento infi-
nitesimo di voume in coordinate cilindriche, la condizione di neutralita elettrica
ci permette di determinare la densita lineare A del filo centrale:

R 27
Adz = 7/ p(r)rdrdz/ do,
0 0

da cui:

R 2
)\27271'}’@/ re "/ Bdr = 21 kR? (1) .
0 e

Esistono due regioni distinte di spazio in questo problema, interna (r < R)
ed esterna (r > R), nelle quali, data la simmetria assiale, il campo elettrico
da determinare & diretto radialmente e la sua intensita non puo che dipendere
dalla distanza dall’asse r, (cioe, E(r) = # E(r)). Si introducono pertanto due
superfici di Gauss cilindriche, lunghe h, coassiali al cavo, una (interna, Sjy:)
di raggio r minore di R, ed una (esterna, S,:) di raggio r maggiore di R.
Poiché la prima racchiude solo parte del cavo, 'applicazione dell’eq.(1.56) porta
al seguente risultato:

dg, ,(E) = fs E-ndS = E(r)2rrh = Qiz;(’") : (1.60)

int

dove la carica interna a S;,; risulta essere data dalla seguente formula:

Qint = h (A+ [y p(r')2mr'dr’) = ... =

2
— kR [ ~ (14 ) /} 7
e R
dove si ¢ tenuto conto del valore di A ottenuto precedentemente. Sostituendo
quindi nell’eq.(1.60) si arriva alla seguente espressione per il campo elettrico
interno al cavo:

Kk R?

B =55 [ (e )] e

D’altra parte, 'applicazione del teorema alla superficie S.,; da banalmente
un campo esterno identicamente nullo, poiché & nulla la carica elettrica totale
contenuta al suo interno.
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1.5.2 Esempio 2: Campo elettrico per un atomo di idrogeno

In questo secondo esercizio vogliamo invece calcolare il campo elettrico, a sim-
metria sferica, generato dal protone e dalla nuvola elettronica di un atomo di
idrogeno in cui ’elettrone si trova nello stato fondamentale. In questa ipotesi,
possiamo considerare il protone centrale (di carica +e) puntiforme e elettrone
diffuso nel suo orbitale con una densita di carica'® data da: p(r) = ke 2"/
essendo ag = 4megh?/(mee?) ~ 0.53 - 1078 ¢m il raggio di Bohr dell’atomo di
idrogeno. La costante di proporzionalita (k) puo essere ottenuta imponendo che
la carica elettrica totale dell’orbitale riproduca interamente quella dell’elettrone;
sfruttando la formula (1.17) per I'elemento infinitesimo di volume in coordinate
sferiche si deve quindi avere:

o0
—e:/Pe(r)dvzk/ e~ 2r/ao 2 gy %dQ
v 0

47
:7TI€(103,

da cui si ottiene k = —e/(mag?); pertanto la densita di carica elettronica puo
essere in definitiva scritta come:

€ —2r/ag

pe(r) = _7Ta0 €

3

La simmetria del problema ci impone questa volta di introdurre come superficie
di Gauss una sfera di raggio arbitrario r; il flusso attraverso di essa del campo
elettrico deve essere proporzionale alla carica totale racchiusa al suo interno,
ovvero tutta la carica del protone e solo in parte quella dell’elettrone, visto
che la nuvola elettronica si estende all’infinito. Il calcolo esplicito ci permette di
trovare il campo elettrico in un generico punto a distanza r dal protone centrale:

(I)S(E) = /E-ﬁdS = E(r)47‘rr2 =

1 T
=— {e—l—/ pe(r’) dmr”? dr’} =
€0 0

€0 aop” Jo
_° 1+%+2(T) ] e=2r/ao
€0 ao ao

da cui si ottiene, in definitiva:

10Questa densitd di carica corrisponde alla funzione d’onda dell’elettrone nel suo livello
energetico pilt basso, ottenibile risolvendo ’eq. di Schroedinger della Meccanica Quantistica:
U(r) ~e /%0
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9 2
1+ 22 ( L) ] /oo,
Qg apn

Possiamo infine calcolare il potenziale in tutto lo spazio applicando 'eq.(1.48),
col seguente risultato:

/TOO E(r)dr' =

& > 1 2 2 —27‘//(10 ’
= _— _— _— d =
47T60/7: (7“/2+a07“/+(102>e "

_ e <1+1) 672r/a07
dmeg \ag T

dove si & tenuto conto che [(1+ 2+ Z)e do=—(1+2)e™".

x2

E(r) = —

4eg 12

V(r)

1.5.3 Energia immagazzinata nel Campo Elettrico

La sola presenza di un campo elettrico in una certa regione di spazio, anche se
vuoto e privo di materia, implica che in questo stesso spazio sia immagazzinata
una certa quantita di energia. Per capirlo e sufficiente ricordarsi che il poten-
ziale in un punto dello spazio ¢ interpretabile come ’energia potenziale di una
eventuale carica unitaria posta nel punto stesso. Pertanto, per un arbitrario
sistema di cariche puntiformi, 'energia potenziale puo essere scritta:

1
U= ZQM, (1.61)

dove V; ¢ il potenziale elettrico nel punto dello spazio in cui & posta la carica
Qi , dovuto a tutte le altre cariche @; (con j # i); il fattore % ¢ necessario per
evitare di contare due volte ciascuna interazione tra le cariche. Considerando
un sistema con una distribuzione continua di cariche e utilizzando il Teorema
di Gauss in forma differenziale, eq.(1.58), e il teorema della divergenza (1.26),
si ottiene:

U:%/pWM:% (V-E)Vdv=
:% vwvmmf% E.-(VV)dv = (1.62)

% VE%%+@/WM;
2 S 2 v

estendendo l'integrazione a tutto lo spazio, il primo integrale tende arbitraria-
mente a zero, poiché moltiplica la superficie (< 72) per il potenziale (oc 1/r) e



24 CAPITOLO 1. COMPLEMENTI DI ELETTROMAGNETISMO

per il campo elettrico (x 1/72), cosicché resta il secondo, che fornisce la corretta
espressione dell’ Energia immagazzinata in un campo elettrico (statico):

Up = 6E/E? dv. (1.63)
2 v

Desideriamo far notare, tuttavia, che questa espressione non ¢ applicabile al caso

di cariche puntiformi, poiché in tal caso si ottiene un risultato infinito privo

di senso, legato alla cosiddetta auto-energia della stessa particella carica. In

pratica, per ovviare a questo inconveniente, si puo ipotizzare un raggio piccolo,

ma non nullo, per queste cariche.

1.6 Espansione in Multipoli e Dipolo Elettrico

Per un sistema discreto di cariche elettriche puntiformi distribuite nello spa-
zio, I’eq.(1.51) permette di determinare il potenziale elettrico in ogni punto. E’
tuttavia interessante studiare il comportamento di questo potenziale a grandi
distanze dalle sorgenti stesse, che possiamo localizzare in un certo intorno del-
Porigine del sistema di coordinate. In particolare, vediamo come si puo scrivere
il potenziale (1.51) nell’ipotesi in cui il modulo r del raggio vettore r (= OP)
sia molto maggiore di ciascun modulo 7; = |r;|,Vi. Sviluppando in serie fino al
primo ordine il denominatore della (1.51), si ha:

1 1 1 1 r;-r
|rr-|:r_rilv(r>+“':7‘+ 3 +..., (1.64)

cosicché il potenziale puo essere scritto come una somma di termini:

(22 Qi) T (> Qiri) -t +

4dmegr 4dreqrs

Vir)= . (1.65)
detta Espansione in Multipoli. 11 primo termine, detto di Monopolo, ¢ il classico
termine di Coulomb, inversamente proporzionale alla distanza r, che considera
il sistema di sorgenti come se fosse costituito da un’unica carica puntiforme
Qiot = Y_; Qi posta nell’origine. Il secondo termine, detto di dipolo, essendo
inversamente proporzionale al quadrato della distanza, decresce piti rapidamente
del precedente, e quindi, se la carica totale Qo # 0, pud in generale essere
ignorato, lasciandoci cosi col solo termine di monopolo. Tuttavia, per sistemi
elettricamente neutri (Qor = 0), il termine di monopolo & nullo e quello di dipolo
diventa quello dominante. In tal caso il potenziale, in prima approssimazione,
si puo quindi scrivere come:

__ pcost

V)= -2 F

_ - , 1.66
4eq 3 4meg 12 ( )

dove si e definito il Momento di Dipolo Elettrico p come il vettore:
p= ZQz‘ ri, (1.67)

e si e indicato con 6 1’angolo che questo forma col raggio vettore r.
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Calcolando il (-) gradiente del potenziale dato nell’eq.(1.66) otteniamo anche
I’espressione del corrispondente vettore campo elettrico:

1 p'r
Edip - —VV(I') - _47T€()v (7"73) -

_ ! [V(p'r)ﬂp.r)v(;)] (1.68)

 4rreg r3
1 3(p-r)r
T dwegrd r2 Pl

dove si & tenuto conto del fatto che V(p-r) =p e che V(1/r®) = —3r/r°.
Tipici esempi di sistemi di carica equivalenti ad un dipolo elettrico sono le
molecole polari, cioe le molecole nelle quali i baricentri delle cariche positive e
negative non coincidono, come nel caso della molecola dell’acqua.

Per studiare l'effetto che ha un campo elettrico esterno E su un dipolo & con-
veniente considerare il caso piu semplice di due cariche di segno opposto, Q) e
—(@, poste ad una certa distanza d; in questo caso il loro momento di dipolo &
p = @d e leffetto del campo esterno E e quello di esercitare sul sistema un
momento torcente M, che tende ad allineare il dipolo p col campo:

M,=pAE. (1.69)

Questo fatto ¢ alla base del fenomeno della polarizzazione dei dielettrici polari.
In queste Note non tratteremo l’elettrostatica in presenza dei dielettrici, ma
studieremo invece i conduttori.

1.7 L’elettrostatica dei Conduttori

Non considerando i semiconduttori e i superconduttori, possiamo distinguere
la materia in conduttori e isolanti. Nei paragrafi precedenti si e tacitamente
assunto di avere a che fare con materiali isolanti, gli unici per i quali e possi-
bile assegnare a priori una qualche distribuzione di carica. Detto in modo un
po’ semplificato, potremmo pensare agli isolanti come a quei materiali, per i
quali tutti gli elettroni restano strettamente legati ai rispettivi atomi, e non
sono quindi liber: di vagare all’interno del materiale stesso, anche se sottoposti
ad un campo elettrico esterno; in altre parole, non possono condurre elettri-
cita. D’altra parte, i materiali conduttori sono invece caratterizzati da elettroni
(quelli piu esterni all’atomo, e quindi pit debolmente legati) che di fatto sono
liberi di muoversi a causa della loro agitazione termica. Cio rende quindi pos-
sibile la conduzione elettrica, una volta che si applichi al conduttore un campo
elettrico esterno (ovvero, una differenza di potenziale AV tra due suoi punti).
Poiché vogliamo qui considerare 'elettrostatica dei conduttori (all’equilibrio),
assumeremo che tutte le cariche siano in quiete. Tale ipotesi ha due importanti
implicazioni: la prima € che non & possibile che ci sia alcun campo elettrico
E all’interno del conduttore stesso, rendendo quindi l'intero conduttore equi-
potenziale; la seconda, conseguenza della prima e del Teorema di Gauss, € che
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all’interno non possa esserci neppure alcuna carica. In altre parole, per un con-
duttore in equilibrio, possiamo scrivere che: E;,; = 0 = Q;,+ = 0. Corollario
di quanto detto e il Teorema di Coulomb, ottenibile applicando il teorema di
Gauss ad un cilindretto infinitesimo che attraversi la superficie del conduttore
in un suo punto P qualsiasi. L’assenza di un campo interno porta allora a con-
cludere che in tale punto il campo elettrico appena all’esterno del conduttore
sia perpendicolare alla sua superficie e la sua intensita dipenda solo dalla locale
densita superficiale di carica. In formula:

E(P) = n . (1.70)

La differenza fondamentale rispetto al caso in cui si abbiano degli isolanti e
che, con i conduttori, le distribuzioni di carica fanno parte delle incognite del
problema, al pari del campo o del potenziale. D’altra parte, pero, sappiamo
che i campi elettrici sono nulli al loro interno e che tutte le loro superfici sono
equipotenziali. Da un punto di vista matematico, essendo ovunque nulla la
densita volumica di carica (sia all'interno, ove E = 0, che all’esterno), leq. di
Poisson (1.59) si riduce alla:

AV =0, (1.71)

detta equazione di Laplace. Il cosiddetto Problema Fondamentale dell’Elet-
trostatica (dei conduttori) consiste nel cercare la (unica!/) soluzione di questa
equazione che soddisfi a ben determinate condizioni al contorno. Queste condi-
zioni possono essere date essenzialmente in tre modi distinti: (1) si assegnano
i potenziali di tutti i conduttori del sistema; (2) si assegnano le rispettive cari-
che elettriche totali (distribuite in modo incognito sulle superfici); (3) oppure si
adotta una scelta mista, nel senso che per alcuni conduttori si fissa il potenzia-
le, e per i rimanenti si fissa la carica elettrica; nei tre casi si parla di problema
di Dirichlet, di Von Neumann, e misto, rispettivamente. La linearita dell’eq.
di Laplace (1.71) implica che anche la sua soluzione sia lineare. Nel caso, per
esempio, di un sistema di n conduttori, sulle superfici dei quali siano poste le ca-
riche Q1, Q2, ..., @, , il potenziale in un qualsiasi punto dello spazio P potra
sempre essere espresso come una combinazione lineare delle sorgenti stesse. In
particolare, anche il potenziale del conduttore i-esimo potra scriversi in questo
modo:

Wzai1Q1+ai2Q2+~-~+aanEZ%;‘Q;‘, (1.72)

j=1

dove le quantita a;;, dette coefficienti di potenziale, dipendono solo dalla geo-
metria del sistema, e sono tali che a;; = aj;, a;; >0 (Vi, j) e ay > a;; (se

i # j). La formula (1.72) puo anche essere convenientemente scritta in forma
matriciale, come:

V=Al Q. (1.73)
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dove V e Q sono i vettori (n-uple) dei potenziali e delle cariche, e ||A]|l &
la matrice simmetrica dei coeflicienti a;;. Invertendo questa formula possiamo
anche scrivere:

Q=llc|| Vv, (1.74)

dove ||C|| = ||A||™"; i suoi elementi non-diagonali, detti coefficienti di induzio-
ne, sono tali che ¢;; =¢j; e ¢;; <0 (se i # j), mentre quelli diagonali, detti
coefficienti di capacita, sono tali che ¢; > 0 (V1).

Dalla soluzione dell’equazione di Laplace (1.71), e applicando il Teorema di
Coulomb (1.70), si arriva infine alla seguente formula, con la quale & possibile
determinare anche la distribuzione della carica elettrica presente sulla superficie
di ciascun conduttore:

o(P) = eE(P) = —¢(VV(P) - 1), (1.75)

essendo n il versore normale uscente dalla superficie in P.

Particolarmente interessanti sono i sistemi costituiti da due conduttori collegati
elettricamente tra loro attraverso una batteria (pila) che li mantenga ad una
differenza di potenziale (d.d.p.) costante V4. Nel caso di una induzione comple-
ta, tale sistema ¢ detto Condensatore, ed i due conduttori, detti sue armature,
hanno sempre cariche uguali ed opposte tra loro, Q1 = Q e Q2 = —Q . Appli-
cando la (1.72) a questo caso, e tenendo conto della simmetria dei coefficienti
di potenziale, per cui aijs = as, si puo scrivere che:

Vi=(a11—a12) @,

(1.76)
Vo = (a12 —a)Q ,
da cui, per sottrazione, si ottiene:
V1 — Vé = (a11 + ago — 2&12) Q . (177)

Questo risultato, assolutamente generale, mostra che il rapporto tra il valore
assoluto della carica @) depositata su ciascuna armatura e la loro d.d.p. € una
costante, dipendente solo dalla geometria del sistema

Q B 1
Vi—Vo  (a11 + age — 2a12)

=C. (1.78)

Questa costante ¢ detta capacita del condensatore, e la sua unita di misura nel
S.I. el Farad (F =C/V).

Per esempio, nel caso, di un condensatore a facce piane e parallele di superficie
S poste a distanza d, si ottiene la seguente formula:

_ 9%

="

(1.79)
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1.7.1 Esempio: Capacita di un Condensatore Cilindrico
Vogliamo qui dare, a titolo illustrativo, un esempio di calcolo della Capacita. 11
procedimento, seppur applicato al caso specifico di un condensatore cilindrico,
puo essere facilmente esteso ad altre geometrie (e.g., a condensatori piani o
sferici).

Il sistema sia costituito da un conduttore cilindrico centrale di lunghezza h
e raggio r,, coassiale ad un secondo conduttore cilindrico (cavo) della stessa
lunghezza, raggio interno r, (> 7, ) e raggio esterno r.. Siano Q,, Qp e Q.
le cariche distribuite omogeneamente sulle rispettive superfici. Il problema puo
essere risolto applicando, in sequenza, i principi fondamentali dell’elettrostatica
esposti precedentemente. La conservazione della carica elettrica impone che il
sistema sia sempre globalmente neutro, ovvero che:

Qa+Qp+Q:.=0. (1.80)

Per simmetria, il campo E ¢ ovunque diretto radialmente, per cui utilizzeremo
il Teorema di Gauss introducendo opportune superfici (di Gauss) cilindriche: la
prima (S7) ha un raggio r compreso tra r, ed r,, e quindi & posta proprio
nello spazio che fa da intercapedine tra i due conduttori; la seconda (S3) si trova
invece all’interno del conduttore piu esterno, avendo quindi un raggio compreso
tra r, ed r.. Il flusso di E attraverso la prima superficie da:

quEy:f'Ewmszﬁmmmrhzgﬁ, (1.81)
S1 €
da cui troviamo:
Qa
FE = . 1.82
(r) 2mehr (1.82)

Il flusso che invece attraversa la seconda superficie (Sz) € chiaramente nullo,
poiché E = 0 in tutti i suoi punti, essendo interni al conduttore; per cui,
I’applicazione del Teorema di Gauss ci garantisce 'annullamento della carica
totale interna:

(I)Sz(E)zyi E-ﬁdszw =0. (1.83)

Ne consegue che, in virtu della (1.80), la superficie esterna (di raggio r.) del
condensatore & (sempre) scarica: (. = 0, mentre le due superfici affacciate (di
raggio r, ed 1, ) hanno cariche esattamente opposte per effetto dell’induzione
elettrostatica: @Q, = —@p = @. A questo punto non resta che calcolarci la
d.d.p. tra le due armature, usando 1’eq.(1.48), ottenendo:

a b
Va—Vb:—/ E-dl:/ E(r)dr =
b a

Q b dr Q (b)
- = log| -],

" 2reh w T 2meh a

(1.84)
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da cui troviamo la seguente espressione per la capacita di questo condensatore:

Q 2meh
C = = . 1.85
Vo—Vy  log (2) (1.85)

1.8 Conduzione elettrica e Leggi di Ohm

Dopo aver studiato 1’elettrostatica dei conduttori all’equilibrio, vediamo quali
sono le leggi che ne descrivono il comportamento in presenza di un flusso di
cariche, ovverso di una corrente elettrica.

E’ relativamene facile immaginarsi un modello che renda conto del fenomeno
della Conduzione elettrica nei conduttori. Come si e gia detto, in questo caso
i portatori di carica sono gli elettroni pili esterni degli atomi (detti infatti di
conduzione), capaci di muoversi liberamente all’interno del conduttore stesso.
Pertanto, quando si crea un campo elettrico E al suo interno, su questi elettroni
agisce una forza che ne causa un’accelerazione costante. Tuttavia, per effetto
dei continui urti (essenzialmente elastici) con gli atomi del reticolo, & la loro
velocita media (di deriva) nella direzione di E ad essere costante. Per capirne il
motivo, possiamo pensare agli elettroni come a piccole palline leggere sospinte
all’interno di un tubo cilindrico (il filo conduttore) da una forza costante; se
I’interno del tubo fosse vuoto, le palline accelerebbero sempre pit. Tuttavia, la
situazione cambia drasticamente se riempiamo il tubo di grandi sferette pesanti
(gli atomi), sulle quali la forza presente all’interno del tubo non ha alcun effetto.
In questo caso, ad ogni urto (elastico) con le sferette, le palline vengono deflesse
in direzioni arbitrarie, mantenendo costante il modulo della loro velocita; negli
urti centrali invertono il loro stato di moto, in quelli di striscio questo resta
invariato. Con un numero elevato di palline, possiamo quindi ritenere che la
componente della loro velocita media nella direzione della forza si annulli ad
ogni urto. II risultato finale & che, statisticamente, le palline si muoveranno
all’interno del tubo con una velocita media di deriva costante, proporzionale
all’intensita della forza stessa. Nel caso reale degli elettroni, diremo quindi che
tale velocita ¢ direttamente proporzionale al campo elettrico presente all’interno
del conduttore. Definendo allora la densita (superficiale) di corrente J come la
quantita di carica che fluisce nell’'unita di tempo attraverso I'unita di superficie
del conduttore (dQ@/dtdS) potremo scrivere che:

J=pv=0.E, (1.86)

dove la costante di proporzionalita o., detta conducibilita elettrica, dipende dal
particolare materiale conduttore. L’eq.(1.86) ¢ detta Legge di Ohm microscopi-
ca. Il flusso di J attraverso una qualche superficie S ¢ detta Corrente elettrica
(o pitt semplicemente Intensita di corrente):

I:d)s(J):/SJ-ﬁdS; (1.87)
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nel S.I. la sua Unita di Misura ¢ ’Ampere (A = C/s). Applicando ’eq.(1.86)
ad un tratto AB di conduttore (di conducibilita o.) di sezione S, ai cui estremi
sia applicata una d.d.p. Vp, si ottiene la (prima) Legge di Ohm:

B 1 B
VAB:/ E-dlz—/ J-dl = RapI, (1.88)
A Oc JA

dove la grandezza R4p , definita come:

1 [Ba
= — 1.
RAB . /A dS ) ( 89)

¢ detta Resistenza Elettrica, e nel S.I. si misura in Ohm: Q (= V/A). L’eq.(1.89)
& anche nota come seconda Legge di Ohm. Nel semplice caso di un filo condut-
tore di lunghezza [ e sezione S, la resistenza R si calcola come:

L

R:
0. S’

(1.90)

spesso si usa anche il reciproco della conducibilita elettrica, p. = 1/0., detto
resistivita elettrica del materiale.

Lo studio dei circuiti elettrici puo essere effettuato applicando le leggi di Kirch-
hoff, conseguenze dirette di due dei principi fondamentali di cui abbiamo gia
parlato: la conservazione della carica elettrica e la conservativita del campo E.
Qui non tratteremo questo argomento, poiché gia ampiamente esposto in tutti
i testi di elettrotecnica ed elettromagnetismo. Vogliamo pero studiare il mec-
canismo con cui i conduttori, caratterizzati da una certa distribuzione iniziale
di carica elettrica interna py (= p(t = 0) ), tendono a raggiungere uno stato di
equilibrio attraverso il flusso di cariche dall’interno verso la superficie. Prima di
tutto notiamo che, in virtu della conservazione della carica elettrica, quella che
nell’unita di tempo esce dall’interno del volume V' di un conduttore , —dQ/dt
deve sempre essere uguale a quella trasportata dal flusso di cariche attraver-
so la sua superficie S (= 9V, cioe dalla corrente I. Questo ovvio fatto pud
esprimersi con la seguente formula:

_dQ_ 9
at ot ),

= fJ-ﬁdS:/V-JdV,
S \%

dove si ¢ usato il Teorema della Divergenza (1.26); data arbitrarieta del volume
V' questa equazione implica che deve aversi identicamente:

pdV =1=0g(J) =
(1.91)

dp
o5 TV I=0, (1.92)
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nota come Equazione di Continuita. Utilizzando quindi la legge di Ohm micro-

scopica (1.86) e il Teorema di Gauss in forma differenziale (1.58)%!, si giunge
infine al seguente risultato:
dp o,
— +—p=0. 1.93
il (1.93)

Si tratta di una semplicissima equazione differenziale a variabili separabili; la
sua integrazione fornisce la seguente soluzione:

p(t) =poe /™, (1.94)

dove il tempo 7. = €/o., detto tempo di rilassamento, & il tempo tipico neces-
sario al conduttore per raggiungere lo stato di equilibrio'?, caratterizzato da un
campo ed una distribuzione di carica nulli al suo interno.

1.9 Il Campo magnetico

Non si puo iniziare a parlare del Campo Magnetico senza accennare alle familiari
calamite o alla bussola. Anche quest’ultima, d’altra parte, non € altro che una
piccola calamita, libera di ruotare e quindi di orientarsi nella direzione sud-
nord del campo magnetico terrestre. La Terra stessa, in effetti, puo ritenersi
un grosso magnete, grazie al ferro presente nel suo nucleo. Ma al di la di
tutti questi aspetti piuttosto noti, che cos’¢, davvero, il Campo Magnetico?
Quali sono le sue proprieta? E qual’e il suo legame col Campo Elettrico? In
che senso costituisce con quest’ultimo quello che & propriamente detto Campo
Elettromagnetico? Cercheremo di rispondere a questi quesiti.

Prima di tutto, ricordiamo che le polarita di un magnete sono dette nord e -
sud, in virtu della loro attuale® (quasi) coincidenza coi rispettivi poli geografici
terrestri. Queste polarita possono essere considerate le sorgenti del Campo
Magnetico B. La prima sorpresa ¢ che non ¢ possibile in nessun modo separare
il polo nord dal polo sud; cio puo essere facilmente verificato osservando che
dalla rottura di una qualsiasi calamita in due meta, queste avranno ancora
entrambe le polarita, e costituiranno quindi due nuove calamite piu piccole.
Detto in altri termini, possiamo concludere che non esistono sorgenti isolate
del Campo Magnetico, i cosiddetti Monopoli Magnetici**, in netto contrasto
col Campo Elettrico, per il quale le sorgenti isolate, le cariche elettriche, sono
evidentemente presenti in natura. Come prima conseguenza dell’impossibilita di
avere Monopoli Magnetici ¢’¢ il fatto che le linee del campo B (per convenzione
uscenti dai poli nord ed entranti in quelli sud) sono sempre chiuse; questo implica

Hscritte per un generico mezzo caratterizzato da una conduciblita elettrica o. ed una

costante dielettrica € = ege,

12In realta, la densitd di carica interna al conduttore si & solo ridotta di un fattore e:
p(t =7c) = po/e.

13Va tuttavia fatto notare che nel corso dell’evoluzione terrestre, i poli magnetici hanno
subito perfino delle vere e proprie inversioni di direzione.

141 Monopoli Magnetici possono essere esistiti solo nelle prime frazioni di secondo dopo il Big
Bang, durante I’Epoca di Grande Unificazione, cio¢ quando le tre interazioni fondamentali,
forte ed elettrodebole, erano fuse in un’unica superforza.



32 CAPITOLO 1. COMPLEMENTI DI ELETTROMAGNETISMO

che il flusso netto di B uscente da una qualsiasi superficie chiusa S & sempre
nullo:

@S(B):jésB-ﬁdS:O. (1.95)

Applicando il Teorema della Divergenza (1.26) e tenendo conto dell’arbitrarieta
del volume V| si ottiene quindi:

V-B=0, (1.96)

secondo la quale il Campo Magnetico B ¢ un campo Solenoidale. Questa eq.
& nota come Seconda Equazione di Mazwell. Ancora una volta, ci viene con-
fermata l'interpretazione fisica della divergenza di un campo vettoriale, come
grandezza scalare che quantifica I'entita delle sue sorgenti in un determinato
punto dello spazio. La loro totale assenza nel caso del campo B non poteva che
portare alla (1.96). Inoltre, come gia anticipato nell’eq.(1.37), la solenodalita del
campo magnetico implica che questo possa sempre essere espresso come rotore
di un altro campo A, detto Potenziale Vettore:

B=VAA. (1.97)

Non abbiamo, tuttavia, ancora detto come e quando viene generato un campo
magnetico. Mentre il campo elettrico € dovuto alla sola presenza delle cari-
che elettriche nello spazio circostante, il campo magnetico viene prodotto solo
quando queste cariche sono in moto, cioe in presenza di correnti elettriche. Di
conseguenza, solo su queste ultime esso esercitera un’azione. Per definire quanti-
tativamente il campo B, in effetti, si utilizza proprio la forza che questo esercita
su un tratto di filo conduttore lungo dl, percorso da una corrente I, immerso in
esso; tale forza risulta essere sempre perpendicolare sia al filo (dl) che al campo.
Nel S.I. si usa come unita di misura di B il Tesla (T'), definito in modo tale da
poter scrivere tale forza con una costante di proporzionalita unitaria:

dF =IdAB. (1.98)

Per una distribuzione continua di correnti, essendo I data dal flusso della -
densita (superficiale) di corrente J, si ottiene:

F:/J/\BdV, (1.99)
1%

mentre, nel caso di una singola carica elettrica puntiforme @ in moto con velo-
cita v ed immersa nel campo B, ritroviamo la nota espressione della cosiddetta
Forza di Lorentz:

F=QvAB. (1.100)

Per scrivere invece in che modo il campo B viene generato dalle correnti elettri-
che possiamo partire dall’eq.(1.46) per il campo elettrico dovuto ad una carica
puntiforme d@ posta nell’origine, con le dovute sostituzioni:
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1
E < B, dQ < (Id), . S o, (1.101)
0

dove la costante g = 47 - 1077 N/A? & detta permeabilith magnetica (del
vuoto); si ottiene cosi:

o IdlAT
4T 73
Questa formula da il campo magnetico in un generico punto P (di raggio vettore
r = OP) dovuto ad un elemento infinitesimo di corrente (I dl) posto nell’origi-
ne. La generalizzazione al campo B generato da una distribuzione continua di
correnti J nello spazio porta al seguente risultato:

_ o [ JC)A(@-—T)
B(r)_M/V P av’ . (1.103)

dB =

. (1.102)

Anche se, in linea di principio, le eq.(1.102) e (1.103) permettono la determina-
zione del campo B di una qualsivoglia distribuzione di correnti nello spazio, nel
caso in cui queste presentano particolari simmetrie, il calcolo & reso semplificato
dall’applicazione del cosiddetto Teorema di Ampere, un teorema che ha quindi
un ruolo simile a quello del Teorema di Gauss per il campo elettrico. Questo
teorema, almeno nel caso di correnti (e campi) stazionari afferma che la Circui-
tazione del campo magnetico B su una qualsiasi curva chiusa v e direttamente
proporzionale alla somma algebrica delle correnti ad essa concatenate:

C,(B) = fB cdl =10 Y Teone - (1.104)
Y

E’ possibile anche in questo caso scrivere il teorema in forma differenziale. Con-
siderando infatti un’arbitraria distribuzione continua di correnti elettriche J e
facendo uso del teorema di Stokes (1.29), possiamo scrivere che

j{B~d1:/V/\B-deS:,uO/J~ﬁdS,
¥ S S

ovvero:

/(VAB—MOJ)-MS:O. (1.105)
S

Poiché questo risultato deve essere valido per ciascuna delle infinite possibili
superfici S che hanno come contorno la curva = su cui viene fatta la circuita-
zione, ne possiamo concludere che deve essere identicamente nulla la funzione
integranda tra parentesi, e quindi:

VAB =poJ. (1.106)

Questa equazione rappresenta il Teorema di Ampere in forma differenziale, ed &
anche nota come Terza eq. di Maxwell incompleta. E’ detta incompleta perché,
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come mostreremo nel prossimo paragrafo, nel caso di campi non-stazionari &
necessario un termine aggiuntivo.

Come nel caso del teorema di Gauss, anche quello di Ampere risulta utile ai fini
della determinazione del campo (B) in tutto lo spazio solo se, data la simmetria
del sistema, siamo in grado di intuire a priori come ¢ diretto il campo stesso.
Per la sua applicazione si introducono particolari curve chiuse v (invece delle
superfici di Gauss utilizzate per il campo elettrico), scelte in modo che risulti
particolarmente semplice il calcolo della circuitazione di B, viste le suddette
proprieta di simmetria. L’esempio piu semplice, ma anche piu significativo, e
senz’altro quello relativo al campo generato da un lungo filo rettilineo percorso
da una corrente I. In questo caso, vista la simmetria assiale (cilindrica), il
campo B & evidentemente diretto radialmente rispetto al filo stesso, per cui
sceglieremo come curve di Ampere delle circonferenze di raggio qualsiasi r. In
tal caso la circuitazione su di esse da il seguente risultato:

CW(B):]{B'dl =B(r)2rr =puol,
8!

da cui si ottiene la cosiddetta Legge di Biot-Savart:

B(r) =222 (1.107)

A conclusione di questa breve esposizione relativa al campo magnetico, vogliamo
precisare che anche in questo caso possiamo parlare di un’energia immagazzinata
nel campo stesso, ottenibile semplicemente con le sostituzioni date in eq.(1.101).
Il risultato, simile a quanto ottenuto per il campo elettrico (eq.(1.63)), & il
seguente:

1
U :—/Bgdv. 1.108
P 2,“0 v ( )

1.9.1 Esercizio 1: Spira circolare percorsa da corrente e Mo-
mento Magnetico

Abbiamo scelto come primo esempio il calcolo del campo magnetico sull’asse di
una spira circolare di raggio a percorsa da una corrente I per poter definire
il Momento Magnetico. Anche se in questo caso il Teorema di Ampere (1.104)
non ¢ utilizzabile, il calcolo risulta piuttosto semplice, tenuto conto che, per
simmetria, sappiamo che il campo B in un punto P dell’asse a distanza z dalla
spira, sard proprio diretto verso l'asse stesso. Applicando la formula (1.102)
a questo esercizio, si osserva che I’elemento dl & costantemente perpendicolare
al vettore r che va dall’elemento di corrente al punto P, per cui il vettore
infinitesimo di campo magnetico dB ha modulo:

Ho Idl
dB =
4rr2

ed ¢ inclinato di un angolo 6 rispetto all’asse, con cosf = a/r. Pertanto,
I’elemento infinitesimo di campo in P diretto lungo ’asse si scrivera:
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,U,o[dla

dB, = dB cosf =
o A3

Poiché I'integrazione in dl da semplicemente la circonferenza dela spira: § dl =
27a, si ottiene, in definitiva:

2 R 2 R
By to M Dy g (@alD) oo
2r 3 21\ /(a? + 22)3
(1.109)
Ho m

21 /(a2 + 22)3’

dove si & definito il Momento Magnetico m come un vettore diretto perpendi-
colarmente alla spira (diretto quindi come il suo versore normale #), di modulo
pari al prodotto della sua superficie S per l'intensita della corrente I che la
attraversa:

m=nad>ITk=1S5%. (1.110)

La spira costituisce un esempio di cio che viene detto Dipolo Magnetico. 11
nome non € casuale, poiché, per certi aspetti il Momento Magnetico ¢ proprio
I'analogo del Momento di Dipolo Elettrico definito nella (1.67). In effetti, la
formula (1.68) porta ad un’espressione per il campo elettrico sull’asse del dipolo
(a distanza r) assolutamente analoga alla (1.109): E(r) = p/(2megr3) . Oltre a
cio, anche l'effetto di un campo magnetico esterno B su un Dipolo Magnetico e
simile a quanto visto a proposito del Dipolo elettrico (eq.(1.69)), nel senso che
si trova un momento torcente che tende ad allineare 1’asse del Dipolo-spira col
campo stesso:

M, =mAB. (1.111)

1.9.2 Esercizio 2: Superficie sferica uniformemente carica in
rotazione uniforme

In questo secondo esercizio, si vuole calcolare il campo magnetico esistente al
centro di una superficie sferica di raggio R, caratterizzata da una densita di
carica uniforme o, e mantenuta in rotazione uniforme intorno ad un suo asse
con una velocita angolare w.

Svolgimento

Sia z D’asse di rotazione della sfera, e si utilizzino le coordinate sferiche introdotte
nel paragrafo introduttivo (eq.(1.14) e (1.15)). La sfera pud essere considerata
come l'insieme di infinite spirette circolari perpendicolari all’asse z. La generica
spiretta e delimitata dai paralleli compresi tra 6 e 8 + df ed ha raggio R sin@.
La sua carica elettrica d@ ¢ data dal prodotto della densita di carica o per
la sua superficie infinitesima dS,, che, in virtu dell’eq.(1.16), pud scriversi:
dSsp = 2m R? sinfldf. La corrente infinitesima dI che la attraversa si ottiene
quindi dividendo questa carica per il periodo di rotazione T = 27 /w , ottenendo:
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dQ  odSsy
T T =

w

drI =woR?sinfdb.

Inserendo questo risultato nella formula (1.109) per il campo magnetico sull’asse
di una spira, si trova:

)2
4B = Mo dI 7 (R sin ) _

o (R2)3/2
_ Mo woR? sin 0df (1 R? sin® 0) _ (1.112)
2m (R3)

= %woR sin®0de ,

da cui, per integrazione in 6, si ottiene il campo cercato al centro della sfera,
diretto verso 1’asse stesso:

B=%woR [[sin®0d0 = —LwoR [sin® 6 d(cosb) =
(1.113)
-1
=-BuwoR [[ (1-£)dé =2pwoR,

dove nell’integrale si e fatta la sostituzione: £ = cos@.

1.9.3 Corrente di Spostamento e Terza eq. di Maxwell

Che il Teorema di Ampere nella forma data nell’eq.(1.106) sia incompleto risulta
evidente dal fatto che esso implica che la densita di corrente J presente al se-
condo membro sia necessariamente solenoidale; infatti, applicando scalarmente
Poperatore nabla a questa equazione, e tenendo conto della (1.36), troviamo:

V- (VAB)=0=pV-J = V-J=0. (1.114)

La solenodalita di questa densita di corrente e incompatibile con ’equazione
di continuita (1.92), almeno nel caso non-stazionario; questo significa semplice-
mente che non & possibile identificare la densita di corrente presente nel teorema
di Ampere (1.106) con quella di conduzione dell’eq.(1.92), perché questa non &
in generale solenoidale. Tuttavia, se si utilizza il teorema di Gauss (1.58) per
esprimere la densita di carica come: p = ¢y V - E, e si sostituisce nell’eq. di
continuita (1.92), si trova che:

0 OE
V-I+—=(V-E)y=0 = V. (J4+e¢— ) =0.
2 (@v-B (3+a0%)
Questo risultato mostra che, in effetti, anche nel caso generale non-stazionario
esiste una densita di corrente totale che resta sempre solenoidale, data dalla
somma di quella di conduzione J e di un termine aggiuntivo, detta densita di
corrente di spostamento, data da:

JSp:eoaa—}f. (1.115)



1.10. INDUZIONE ELETTROMAGNETICA E QUARTA EQ. DI MAXWELL37

Da quanto detto, ¢ evidente che ¢ la densita di corrente totale, sempre a di-
vergenza nulla, che puo essere identificata con quella presente nel teorema di
Ampere. Questo ci porta, quindi, a poter scrivere tale teorema nella forma piu
completa:

1 OE
2 o’
dove la costante ¢, data da: ¢ = 1/,/€q fig , risulta essere proprio la velocita della
luce'. L’eq.(1.116) ¢ detta Terza equazione di Maxwell (nella sua forma com-
pleta). La sua conseguenza piu importante & che i campi magnetici non hanno
come uniche sorgenti le ordinarie correnti associate ai flussi di cariche elettriche
in moto, ma possono essere generati anche da campi elettrici variabili nel tem-
po. Nel prossimo paragrafo vedremo che, analogamente, un campo magnetico
variabile pud produrre un campo elettrico. Questo fatto sara all’origine della
possibilita di avere campi elettrici e magnetici autosostenuti che si propagano
nello spazio (a velocita ¢): le onde elettromagnetiche.

VAB =0 + (1.116)

1.10 Induzione Elettromagnetica e Quarta eq. di Maxwell
Nel 1831, attraverso una serie di esperimenti ormai celebri, Faraday fece una fon-
damentale scoperta: muovendo un filo conduttore chiuso all’interno di un campo
magnetico, o comunque immergendolo in un flusso variabile ®(B), si osserva
un passaggio di corrente, detta indotta. Piu propriamente, questa corrente &
causata da una forza elettromotrice (f.e.m.) indotta, £, uguale alla velocita di
variazione del flusso stesso. L’equazione che descrive questo fenomeno ¢ quindi
la seguente:

£:%E-d1:—M:—Q/B-ﬁds7 (1.117)
g dt ot Jg

detta Legge di Faraday-Lenz; in realta, e il solo segno meno ad essere dovuto a
Lenz. Questo segno ci informa che la corrente indotta ¢ diretta in modo tale da
creare un controcampo magnetico il cui flusso si oppone alla variazione del flusso
del campo esterno. L’applicazione del teorema di Stokes (1.29) ci permette di
scrivere ’eq.(1.117) in forma differenziale:

%E-dlz/(V/\E)-ﬁdS:—g/B-ﬁdS,
g s ot Jg

da cui:

/(VAE+8—B).MS =0.
s ot

La validita di questa espressione per ognuna delle infinite superfici possibili
aventi il medesimo contorno v su cui viene effettuata la circuitazione (di E),

1511 motivo per cui questa combinazione & proprio la velocita della luce, cioe delle onde
elettromagnetiche, sara chiarito nelle prossime pagine.



38 CAPITOLO 1. COMPLEMENTI DI ELETTROMAGNETISMO

implica che deve essere identicamente nulla la funzione integranda, cosicché si
ottiene:

0B

VAE= T (1.118)
Questa ¢ la Quarta (ed ultima) eq. di Maxwell, che descrive come un campo
elettrico possa essere prodotto dalla variazione temporale di un campo magne-
tico, in stretta analogia con quanto visto a proposito della Terza eq. di Maxwell
(1.116), dove era il campo magnetico ad essere l'effetto di un campo elettrico
variabile. Si fa anche notare che ’eq.(1.118) implica la non-conservativita del
campo elettrico in condizioni non-stazionarie, cioe in presenza di campi variabi-
li. E’ tuttavia possibile introdurre ancora un potenziale scalare. Infatti, poiché
a causa della sua solenodalita, il campo B puo sempre essere scritto come rotore
di un opportuno potenziale vettore A, dall’eq.(1.118) si trova che esiste ancora
una combinazione di vettori a rotore nullo (e quindi conservativa) che puo essere
scritta come (meno) gradiente di un potenziale scalare V':

oA
V/\(E+8t> =0,

Questo risultato, aggiunto a quanto ottenuto in precedenza per il campo ma-
gnetico (eq.(1.97)), ci permette di esprimere entrambi i campi in funzione dei
cosiddetti potenziali elettromagnetici'® A e V :

B=VAA, E=-VV-—" (1.119)

1.11 Equazioni di Maxwell nel vuoto e Onde Elettroma-
gnetiche

Tutti i fenomeni elettromagnetici possono essere descritti dalle quattro equa-

zioni di Maxwell ottenute nei praragrafi precedenti. Nel caso generale in cui

sono presenti sia cariche che correnti elettriche, queste equazioni assumono la

seguente forma:

veE=", v.B=o0,
€0
(1.120)
1 0E oB

L’aspetto forse piu sorprendente di queste equazioni, ¢ che esse ammettono
soluzioni (i.e., campi E e B) non-nulle anche in assenza di sorgenti, cioe¢ nel
vuoto, dove non sono presenti né cariche né correnti. Per rendersi conto di cio,
riscriviamo quindi le eq.(1.120) ponendo p=0 e J = 0:

16Questi potenziali possono essere elegantemente inglobati in un unico 4-vettore A* (=
(A =V | A)).
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V.-E=0, V-B=0,

vov B (1.121)
2 ot’ ot

Applicando Poperatore del rotore (cioe VA) ad ambo i membri della Terza
equazione, si ha:

VAB=

10
c? 5‘15(
dove A = V-V = V2 ¢ l'operatore Laplaciano gia introdotto nella (1.38), e dove
si & usata un’identitd simile alla (1.10). Tenendo quindi conto sia della seconda
che della quarta eq. di Maxwell, troviamo che il campo B deve soddisfare la
seguente equazione:

VA(VAB)=V(V-B)—-AB= VAE),

1 0°B
- —=—— =0. 1.122
c2 Ot? ( )
Questa ¢ la ben nota eq. di D’Alembert delle onde. Ovviamente, con lo stesso
procedimento, ma partendo dalla quarta eq. di Maxwell, si otterrebbe la stessa
eq. anche per il campo elettrico E:

1 0’°E
22 = 0. (1.123)
I campi E e B che soddisfano queste equazioni rappresentano quindi Onde
Elettromagnetiche che si propagano nel vuoto con velocita ¢, (= 1/,/éofig). Per
verificare che l'eq. di D’Alembert descrive in effetti la propagazione di onde,
cercheremo di risolverla nel caso semplificato in cui si abbia una sola coordinata
spaziale, e.g., la z. In tal caso, ’eq.(1.122) si riduce alla:

AE —

B 19°B

dx2 2 oz
Questa eq. assume una forma particolarmente semplice col seguente cambia-
mento di variabili:

(1.124)

E=x+ct, n=x—ct. (1.125)
Poiché le derivate parziali rispetto a x e a t diventano:

o oo mo o, 0
Or Ox 06 0Ox On 0& On’

10 1060 1opd 8 0

cot cOt o cOt oy 06 On’

facendone il quadrato e sottraendo membro a membro, otteniamo infine:
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9°B
3o = (1.126)

che in effetti & notevolmente piu semplice dell’originaria equazione di DAlembert
(1.124). Questa eq. implica, per esempio, che

OB
2 _F
n (),

dove F(n) & una funzione arbitraria della sola variabile 7n; integrando quin-
di rispetto a 7, (e aggiungendo una costante di integrazione g che puod perd
dipendere da &) si trova:

B(&n) = [ F(n)dn+g(&) = f(n) +g(§) =
(1.127)
= flx—ct)+g(x+ct).

Questo risultato mostra che la soluzione generale dell’eq.(1.124) & sempre espri-
mibile come somma di due funzioni arbitrarie nelle variabili & = x + ¢t e
= x — ct; la prima rappresenta onde regressive che si propagano verso —x ,
mentre la seconda onde progressive che si propagano verso +x , entrambe con ve-
locita ¢. Questo significa che, per esempio, un campo elettrico E che si propaga

lungo 'asse x positivo si possa scrivere come:

E(z,t) = Eg cos(kx — wt)
dove Ey & 'ampiezza dell’onda, k ¢ il numero d’onda (legato alla lunghezza
d’onda A dalla relazione: k = 27/)), e w (= 27/T = 27v) & la sua pulsazione.
La generalizzazione ad un campo che si propaga in una direzione arbitraria
definita dal versore n € immediata:

E(r,t) = Eg cos(k - r — wi) (1.128)

in questo caso k = kn e detto vettore d’onda.

A questo punto, quindi, sappiamo che il sistema di eq. di Maxwell nel vuoto
(1.121) ammette come soluzione campi elettrici E e campi magnetici B che,
autoalimentandosi a vicenda, si propagano come onde. Per vedere in dettaglio
come questi campi sono diretti nello spazio, conviene scrivere la soluzione (1.128)
in forma esponenziale complessa:

E(r,t) = Eg ekt (1.129)

con un’espressione simile anche per il campo magnetico. Osservando che per tali
soluzioni I’applicazione dell’operatore nabla equivale a moltiplicare per il fattore
1k, vediamo che le prime due eq. di Maxwell, portano al seguente risultato:

V-Bza—B:ik-B:O,
or
(1.130)
\Y Eza—E:ik E=0,
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che ci informa della natura trasversale delle onde elettromagnetiche, cioe del fat-
to che i campi elettrico e magnetico sono sempre costantemente perpendicolari
alla direzione di propagazione dell’onda stessa. Analogamente, I’applicazione
della terza (o della quarta) eq. di Maxwell alla soluzione (1.129), da:
. 1 OE 1, .
(1.131)

2
=~ E=SBAk=cBAn.
w

Questa equazione ci dice che nelle onde elettromagnetiche i campi elettrici e
magnetici sono anche perpendicolari tra loro, cosicché (E, B, 7)) costituiscono
una terna destrorsa ortogonale. Inoltre anche i loro moduli sono legati tra loro,
dalla relazione:

g: c. (1.132)

1.12 Energia elettromagnetica e Teorema di Poynting

In quest’ultimo paragrafo vogliamo studiare l’energia associata alle onde elet-
tromagnetiche, e come questa viene trasportata dall’onda stessa. In precedenza
abbiamo gia osservato che esiste un’energia associata alla sola presenza dei cam-
pi elettrico e magnetico nello spazio, data dalle eq.(1.63) e (1.108). Pertanto, se
in una certa regione di spazio sono presenti entrambi i campi, avremo un’energia
totale immagazzinata data dalla:

1 B?
U, = 7/ (eo focl ) av, (1.133)
2 )y Ho

L’effetto di questi campi su una eventuale distribuzione di carica & descritto
dalle forze di Coulomb e di Lorentz. In particolare, su ciascun elemento di
carica d@ = pdV agira una forza data da:

dF = p(E+vAB)dV,

dove v ¢ la sua velocita. Il lavoro compiuto nell’'unita di tempo e per unita di
volume risulta quindi essere:

e  dF
dvdt — dvV
essendo nullo il lavoro compiuto dal campo magnetico. Integrando su tutto lo
spazio si ottiene pertanto:

v=p(E+vAB) - v=pv-E=J -E,

dat
Utilizzando la Terza eq. di Maxwell (1.116) per esprimere la densita di corrente
J in termini dei campi, troviamo:

dﬁ—/E-JdV.
v
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dr 1 OE
—:/ E- (V/\B—e()) dv; (1.134)
il primo termine nell’integrale puo essere scritto diversamente osservando che:
0B
V- (EAB)=B-(VAE)—-E-(VAB) :—B~E—E-(V/\B),
per cui:
0B

sostituendo quindi nella (1.134) otteniamo:

ac 1 1._ 0B OB
= [ (V- (EAB)+—B 4+ gE-— | dv
= (v @am e B ram- )

(1.135)
1 10 B?
=—— ¢ (EAB)-ndS — - ( +60E2> dv,

po Js 20t Jy \ po
dove si ¢ fatto uso del teorema della divergenza (1.26). L’ultimo termine rappre-
senta proprio la variazione dell’energia elettromagnetica (data nell’eq.(1.133))
nell’'unita di tempo.
Definendo quindi il Vettore di Poynting S come:

1

S=—EAB, (1.136)
Ho

possiamo esprimere il nostro risultato (1.135) come:

dL - 8Uem

— 4+ D5(S) = 1.137
o T s(8) 5 (1.137)
ovvero, per unita di volume:
a em
JJE+V-S=— gt , (1.138)

essendo Uem, = dUepm /dV la densitd di energia elettromagnetica. Le eq.(1.137)
e (1.138) rappresentano il cosiddetto Teorema di Poynting. L’interpretazione
del risultato ottenuto & evidente e chiarisce il significato fisico del vettore di
Poynting: Nell’unita di tempo, la variazione dell’energia elettromagnetica in
una certa regione di spazio é causata dal lavoro compiuto dai campi sulle ca-
riche wi contenute e dal flusso di energia trasportata dalle onde e.m. che ne
attraversa la superficie. Detto in altri termini, il vettore di Poynting S rap-
presenta la potenza trasportata da un’onda e.m. per unita di superficie nella
sua direzione di propagazione. Infatti, tenendo conto di quanto ottenuto nel
paragrafo precedente (vedi eq.(1.131) e (1.132)), vediamo che per un’onda e.m.
S ¢ diretto come vers(E A B) = 7 ed ha un modulo proporzionale al quadrato
della sua ampiezza:
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1 1 Ey?
S=—|EAB|=— -2 = [ g2, (1.139)
Ho Mo € Ho

1.13 Conclusioni

In questo primo capitolo si e voluto dare un’ampia esposizione, seppur molto
incompleta, delle Leggi che descrivono i fenomeni elettromagnetici. Abbiamo
in particolare derivato dagli stessi principi le quattro equazioni di Maxwell che
descrivono le proprieta dei campi elettrici e magnetici, fino a studiare la na-
tura delle stesse onde elettromagnetiche. Tra i molti argomenti non trattati,
vanno menzionati i circuiti elettrici (sia in corrente continua che alternata), i
dielettrici, i circuiti RC, RL e RLC in fase transitoria, il moto di conduttori
e dielettrici in campi magnetici, e altro ancora. Tuttavia, ci auguriamo che, a
dispetto della sua brevita e incompletezza, quanto qui presentato possa esse-
re utile allo studente che voglia, in poche pagine, vedere riassunti i principali
aspetti dell’Elettromagnetismo.
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Capitolo 2

Elementi di Fisica
Quantistica

2.1 Introduzione

Nel periodo che va dalla fine del diciannovesimo secolo ai primi decenni del
ventesimo secolo, una serie di risultati sperimentali, riguardanti fenomeni che
avvengono su scala atomica, portarono alla Crisi della Fisica Classica. L’in-
terpretazione di questi risultati richiese un cambiamento radicale nelle nostre
concezioni del mondo e nelle leggi classiche fondamentali che lo descrivono. Di-
scuteremo qui di seguito alcuni di questi risultati, ed in particolare quelli che evi-
denziarono le proprieta corpuscolari della radiazione e, per contro, le proprieta
ondulatorie della materia.

2.2 Lo Spettro del Corpo Nero

Nel 1900, Max Planck derivo la sua famosa formula per la Radiazione di Corpo
Nero mediante un’ingegnosa interpolazione tra la formula di Wien

u(p, T) = Cv3e /T (2.1)
che risultava valida per alte frequenze v, e la formula di Rayleigh-Jeans:

82
3

uw(v,T) = KT, (2:2)

(dove K ¢ la costante di Boltzmann, T' ¢ la temperatura assoluta e ¢ ¢ la velocita
della luce). La formula suggerita da Planck:

87h V3

U(I/7T> == ?76}”//[(7, _1 .

(2.3)

risulto essere in perfetto accordo con le misure sperimentali. Il valore ottenuto
per la Costante di Planck & : h ~ 6.62 x 10734 Js.

La formula classica di Rayleigh-Jeans era stata derivata semplicemente calco-
lando il numero di modi normali di oscillazione con frequenza compresa tra v

45
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e v + dv , associando a ciascun modo un’energia media KT, in accordo con la
legge classica di equipartizione dell’energia. La formula di Rayleigh-Jeans non
poteva comunque in generale essere corretta poiché conduce ad una densita di
energia totale (integrata su tutte le frequenze) infinita ! La cosiddetta catastrofe
ultravioletta.

Una deviazione dalle leggi di equipartizione dell’energia non peteva essere del
resto totalmente inaspettata. Gia nel 1872 ad esempio, nelle misure dei calori
specifici dei solidi erano state osservate deviazioni dalla legge classica di Dulong
e Petit, basata appunto sulla legge di equipartizione.

Il perfetto accordo della sua formula con i risultati sperimentali indusse Planck
a cercare una spiegazione teorica. Egli trovo allora che la formula per lo spet-
tro di corpo nero poteva essere derivata assumendo che ’energia associata con
ciascun modo del campo elettromagnetico non potesse variare con continuita,
ma dovesse bensi essere sempre un multiplo di un quanto minimo di energia F,
direttamente proporzionale alla frequenza stessa del modo normale:

e = hv. (2.4)

In questo caso infatti, come dimostreremo, I’energia media associata a ciascun
modo normale a temperatura T risulta essere data proprio dalla formula di
Planck (2.4).

La dimostrazione di questo risultato parte dal considerare il corpo nero come
un insieme di oscillatori armonici (gli atomi) che emettono onde elettromagne-
tiche con lunghezze d’onda (e frequenze) che variano con continuita. Cerchiamo
quindi il numero dei treni d’onda (o gradi di liberta equivalenti) con lunghezze
d’onda comprese tra A e A — dX (cioe con frequenze comprese tra v e v + dv).
L’energia che compete a ciascun grado di liberta, come € noto dalla Teoria
Statistica (e dal Teorema di Equipartizione) ¢ data da:

1KT (En. Cinetica) + £ KT (En. Potenziale) =
= KT V grado di liberta.

Supponiamo quindi che la radiazione di lunghezza d’onda A formi onde sta-
zionarie, essendo rinchiusa fra pareti perfettamente riflettenti separate da una
distanza a. Per cui, se consideriamo una scatola cubica di lato a, si deve avere:

aa = ngA/2
Ba = naA/2 (2.5)
va = ng\/2

dove «, [, 7y, sono i coseni direttori della direzione di propagazione della ra-
diazione (a? + 82 ++2 = 1), e gli n; (i = 1,2,3) sono numeri interi positivi.
Quadrando e sommando le tre equazioni (2.5) si ottiene quindi:

a® = (nf +n3 +n3) A?/4,

ovvero, essendo v = ¢/ A:
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v = y/n?+n3+n3 (i) )

Essendo gli n; numeri interi positivi, questa espressione puo essere vista come
un’ottante di sfera di raggio v nello spazio delle frequenze. Il volume di un
guscio sferico con frequenza tra v e v + dv, che & 4712 dv, va pertanto diviso
per 8. Per ottenere allora il numero totale di vibrazioni indipendenti in un cubo
di volume a® dobbiamo dividere il volume del guscio stesso per il volume del
cubetto elementare nello spazio delle frequenze, che ¢ (c/2a)?, ottenendo:

2
LVS dv 472 dv o
3 = 3
c c
(2a)

Per unita di volume, si ottiene pertanto:

drv? dv

3

)

ovvero, tenendo conto delle 2 diverse possibilita di polarizzazione della radia-
zione luminosa:

82 dy

. (2.6)

L’energia totale irraggiata puo allora essere ottenuta moltiplicando I'energia
media, ' = KT, prevista dal Teorema di Equipartizione, per questo numero
totale di modi di vibrazione indipendenti, e sommando su tutte le frequenze

possibili da 0 a oo:

Ue= [ uw)dv = 8§ [Fv?Edv=

(2.7)
= 8—”fOOOI/QKTdV—M)o !

Questo fatto & noto come Catastrofe Ultravioletta, in evidente disaccordo col
risultato sperimentale di un’energia irraggiata finita proporzionale alla quarta
potenza della temperatura:

U =0T*, (2.8)

(legge di Wien-Boltzmann) dove o =~ 5.67x 1078 W/m? ¢ la cosiddetta Costante
di Stefan. In altre parole, le leggi classiche della Termodinamica Statistica e
dell’Elettromagnetismo non sono in grado di spiegare il Fenomeno legato alla
Radiazione Termica emessa da un corpo Nero. Nel paragrafo 2.4 vedremo come
la Teoria Quantistica di Planck & in grado di risolvere il problema.
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2.3 La legge di Dulong-Petit

Un’altra diretta conseguenza del Teorema di Equipartizione dell’energia, de-
rivato dalla Fisica Statistica Classica, € la legge di Dulong-Petit per il calore
specifico dei solidi: considerando i solidi come costituiti da atomi-oscillatori, cia-
scuno dei quali avente 3 gradi di liberta (in corrispondenza alle tre dimensioni
dello spazio), si ottiene un’energia media:

5:56+U:3-E+3-E:3KT,
2 2
per ogni atomo-oscillatore, ovvero E = N4 3KT = 3RT per mole, essendo
Na ~6.023 x 10?3 il Numero di Avogadro. Il Calore Specifico (molare) risulta
quindi costante e uguale a C' = 22 = 3R ~ 3x1.98 Kcal/mol K =~ 6 Kcal/mol
K, indipendentemente dal solido e dalla sua temperatura, in accordo con la legge
empirica verificata in molti casi. Tuttavia era noto che tale legge fallisce com-
pletamente quando si considerino solidi leggeri (cioe, a basso numero atomico),
come il carbonio, e viene comunque meno in generale a basse temperature, dove

risulta che i calori specifici tendono a zero:

lim C(T) =0. 2.9
Jim O(T) (2.9)
Anche questo fallimento non puo essere spiegato dalla Teoria Classica dell’as-
sorbimento termico, la quale richiede che un corpo possa assorbire calore con
continuita, cioe in quantita arbitrariamente piccole. E proprio qui che la Teoria
di Planck si allontana dalla Teoria Classica.

2.4 La Teoria Quantistica dell’Irraggiamento

La soluzione ad entrambi i problemi visti nelle due sezioni precedenti sta proprio
nell’assumere che ’energia scambiata o trasmessa attraverso la radiazione possa
variare solo a salti, in modo discreto e non continuo, attraverso pacchetti di
energia, detti QUANTI. Piu in dettaglio, Planck propose le seguenti quattro
ipotesi:

e Un corpo nero contiene degli oscillatori armonici semplici che possono
vibrare con tutte le frequenze possibili;

e la frequenza irradiata da un oscillatore ¢ uguale alla frequenza meccanica;

e l'emissione della radiazione ha luogo a intervalli discreti, e ’ampiezza
rimane costante nei periodi di emissione;

e un oscillatore che emette ad una frequenza v puo irradiare solamente in
unita, o QUANTI (di energia) hv = fiw, dove h & una costante universale
(e h = h/27 & la cosiddetta costante di Planck ridotta).

L’ultima ipotesi & la piu rivoluzionaria; essa suppone infatti che 1’energia possa
essere irradiata solamente in quantita discrete, o pacchetti, e non in quantita
variabili con continuita.
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Ma vediamo pit da vicino come I'ipotesi dei quanti di Planck risolve il problema
della radiazione di Corpo Nero. Come gia detto al paragrafo 2.2, si suppone che
questo sia costituito da una gran quantita di oscillatori lineari, detti atomi,
al quali tuttavia si possono adesso assegnare valori dell’energia di vibrazione
solo multipli interi di hv, cioe: 0, hv, 2hv, 3hv,.... Siano quindi presenti Ny
oscillatori aventi energia uguale a zero. Dalla Teoria Cinetica dell’equipartizione
dell’energia, sappiamo che il numero di oscillatori con energia € € proporzionale
al fattore di Boltzmann:

—e/KT

N() (& / y
per cui il numero di oscillatori con energia hv, 2hv, 3hv,..., nhv,... &, ri-
spettivamente, uguale a Noe™®, Nge 2% , Nge 3% ..., Nye ", ..., dove si

¢ posto per semplicitda: = hv/KT. La somma di tutti questi numeri deve
ovviamente essere uguale al numero totale di atomi-oscillatori IN; abbiamo cosi:

N=Ny+Nyge ®+Nyge 22+ ... 4+ Nye ™ ... =

N,
=No(l4+y+v>+... +y"+...)= 1_0y =

No
Tl
(dove si & posto y = e=* = e ™/KT). La quantita totale di energia associata
agli Noe™™ risuonatori, ciascuno con energia hv, e quindi hv - Nge™® | quella
associata agli Noe 2% oscillatori con energia 2hv, & 2hv - Noe™ 2%, e cosi via;
cosicche, sommando ’energia di tutti i risuonatori presenti aventi frequenza di
oscillazione v si ottiene:

E=0-No+hv-Nye ®+2hv-Nye 2* + ... +nhv-Nye ™ +... =
= hvNge™ @ (1+2e‘“+3e—2f+...+ne‘<"—1)f+...)

= hvNoe ®(14+2y+ 3> + ... +ny" 1 +..) =

~ hvuNge™@ hvNge™®

1=y (-

dove si sono usati i seguenti risultati:

- 1
Zyk:ﬁa

k=0

e, per derivazione membro a membro:
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SkyF Tl =142+ by =

k=0
d ( 1 )_ 1
dy \1—y (1—y)?"

Quindi, essendo: N = Ny/(1 — e %), si ottiene la Formula di Planck:

E_hVN(l—e_‘”)e_l' _ Nhv  Nhv
- (1 7671)2 T e —1 ehv/KT _ 17’

da cui deduciamo che 'energia media per ogni atomo-risuonatore di frequenza
ve:

_ FE hv

E=% = Gumr—1 (2.10)

Notare che nel limite in cui la costante di Planck tende a zero, ovvero a tempe-
rature elevate: KT > hv, ritroviamo il risultato classico:

_ hv

hy Ezl hv 1

~ KT

(dove si & usato lo sviluppo in serie della funzione esponenziale: e” ~ 1 + x +
2?/20+ 23 /31 + ...

Per ottenere quindi la formula definitiva relativa alla legge di distribuzione del-
Penergia di Planck si deve moltiplicare I’energia media (2.10) di ogni oscillatore
per il numero effettivo di oscillatori con una data frequenza contenuti nell’unita
di volume, eq.(2.6):

2 3
JE — 8wy d B 8rhr’dyv

C3 = m = Uy dv. (211)

Questa volta non si ottiene ’assurdo risultato della catastrofe ultravioletta,
eq.(2.7), e l'energia totale non diverge, dando un risultato finito, perfettamen-
te in accordo coi dati sperimentali e con la legge di Wien-Boltzmann data

nell’eq.(2.8):
gt [ v
T8, /KT 1 T

_ 8m(KT)* /°° ode  8nK'T* ot (2.12)
0

c3h3 er—1  3h3 157
7t /15
OVVero:

8O K
E= (15:3}13> T =T, (2.13)
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fornendo quindi una spiegazione per il valore osservato della costante di Stefan
o ~ 5.67-1078 W/m2?K?*, esprimibile in termini delle costanti fondamentali
della natura (K, ¢, h).

Si potrebbe anche mostrare come la formula di Planck per la distribuzione del-
lenergia, eq.(2.11), spiega anche la legge di Spostamento di Wien, secondo la
quale il massimo di emissione della radiazione emessa da un Corpo Nero si ha in
corrispondenza di una lunghezza d’onda che € inversamente proporzionale alla
temperatura assoluta:

Amaz T =0.2898 Kcm.

2.5 Teoria dei Quanti e Calore Specifico dei solidi

Altra difficolta della Fisica Classica, come si ¢ visto nella sezione (2.3), fu quel-
la relativa al Calore Specifico dei solidi, che secondo la legge di Dulong-Petit
sarebbe dovuto essere indipendente dalla temperatura (oltre che dal particolare
solido !) e uguale a C' = 3R ~ 5.98 kcal/K mol. In realta, come gia detto, cio si
verifica abbastanza bene solo a temperature piuttosto alte e per solidi pesanti.
Infatti, a temperature molto basse si osserva che i calori specifici tendono a zero,
eq.(2.9), un risultato che ¢ inspiegabile nel contesto della fisica classica. Vedia-
mo quindi come la teoria dei quanti di Planck, anche in questo caso, fornisce
una soddisfacente spiegazione.

Supponiamo che il singolo atomo possa oscillare con una frequenza propria v ;
allora il quanto di energia € hv e l’energia media alla temperatura T e data
dall’eq.(2.10), cosicché I’energia interna molare del cristallo puo essere espressa
come:

3Ny hv

U= ehv/KT _1°

(per i tre gradi di liberta degli A4 atomi contenuti in una mole). Pertanto il
Calore molare é:

8U SNAhV hv/KT hv
=\ar) = wmr _pz \© KT2) ~
L

(2.14)
hv )2 th/KT

= 3N K —(ﬁ 5 -
(ehu/KT _ ]_)

Come ci si dovrebbe aspettare, per alte temperature: KT > hv, (cioe z =
hv/KT < 1), ci si riduce alla legge di Dulong-Petit:

z2e”

Cy = 3N, K ————

\% A (ez—l)z
(2.15)

_3R ?A+z+...) ~ 3R

T (44 =12 T T
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d’altra parte, a basse temperature KT < hv, (cioe x = hv/KT > 1), si ha:

z2e”
62m

Cy ~3R = 3Rz*e™™ =0 !l (2.16)

Questa ¢ la ben nota Formula di Einstein.

Una piu attenta analisi dei dati sperimentali rivelo tuttavia che i calori specifici
dei soldi tendono a zero alle basse temperature non esponenzialmente, come pre-
visto dalla (2.16), ma come 7% ! Quindi alle bassissime temperature la formula
di Einstein risulta non corretta, dando valori di Cy piu bassi di quelli osservati.
L’errore commesso da Einstein per dedurre 1’eq.(2.16) sta nell’aver considerato
una sola frequenza v, mentre sarebbe stato lecito aspettarsi che un corpo con-
densato possieda tutto uno spettro di frequenze. In altre parole, nel modello di
Einstein si considerano i singoli atomi del solido (cristallo) come se vibrassero
indisturbati con oscillazioni armoniche, I'uno indipendentemente dall’altro. Ma
questa ipotesi non & evidentemente plausibile, a causa delle interazioni tra gli
atomi stessi all'interno del reticolo cristallino. Si dovrebbe quindi non parlare di
N atomi del cristallo vibranti con una stessa frequenza, ma piuttosto trattare
il sistema accoppiato di 3N vibrazioni (corrispondenti ai 3N gradi di liberta
degli N atomi per mole), e scrivere quindi I’energia nella forma:

3N o,
U= gwrer
r=1

dove v, ¢ la frequenza corrispondente a una singola vibrazione. Sarebbe tuttavia
piuttosto complicato calcolare questa somma, anche sulla base di qualche mo-
dello specifico. Debye riusci comunque ad ottenere un’espressione approssimata,
basandosi sull’osservazione che le vibrazioni proprie dei singoli atomi del reticolo
cristallino che vengono effettivamente osservate sono solo quelle caratterizzate da
una lunghezza d’onda molto maggiore della tipica distanza inter-atomica. Con
cio Debye riusci a dare una valutazione approssimata della somma di cui sopra,
sostituendo lo spettro delle vibrazioni proprie dei singoli atomi con lo spettro
delle vibrazioni elastiche dell’intero cristallo. Il risultato finale fu un’espressione
del calore specifico che aveva il corretto comportamento alle bassissime tempe-
rature, tendendo a zero come ~ T3 come osservato sperimentalmente, anziché
in modo esponenziale come previsto dalla formula di Einstein (2.16).

2.6 Stabilita atomica e Modelli Atomici di Thomson e
Bohr

Tra tutte le difficolta incontrate dalle leggi della Fisica Classica, un ruolo parti-
colarmente importante lo ebbero quelle relative all’evidente stabilita della ma-
teria stessa. Il modello atomico in voga all’epoca era il cosiddetto Modello a
panettone (o plum-cake, per gli inglesi !) dovuto al fisico britannico Thom-
son. Secondo tale modello 'atomo era essenzialmente costituito da una pasta
di carica elettrica positiva distribuita uniformemente, disseminata pero di un
numero opportuno di cariche elettriche negative pressoché puntiformi, gli elet-
troni, che rendevano 'intero atomo elettricamente neutro. Come previsto dalle
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leggi dell’elettromagnetismo,essendo questi elettroni soggetti ad un campo elet-
trico linearmente crescente con la distanza dal centro dell’atomo, si sarebbero
dovuti muovere quindi di moto armonico con frequenze calcolabili. Il problema
¢ che a causa della loro accelerazione, gli elettroni avrebbero dovuto irraggiare
con continuita onde elettromagnetiche, come previsto dalle eq. di Maxwell; la
conseguente perdita di energia, alla fine, li avrebbe quindi fatti cadere sul nucleo
stesso, rendendo instabile la materia, contrariamente a quanto viene osservato
nella realtd ! Un semplice calcolo farebbe in effetti prevedere un tipico tempo di
decadimento dell’atomo del’ordine di soli 1071% 5! Vediamo i dettagli di questo
problema: secondo l’elettrodinamica classica una carica elettrica e soggetta ad
una certa accelerazione a irraggia con una potenza pari a:

dE _ 26
dt  3c
2

Jal?,

2

per cui, essendo I’energia E = %mw r? e laccelerazione a = w

che il tipico tempo di decadimento atomico sia:

7, si puo dedurre

E mw?r?/2 3 med 3mid
T = = = — = — r
dE/dt 25 (wr)2  4dew? 4 Keet

dove si e sfruttata la condizione di equilibrio tra la forza elettrica di Coulomb
(1.41) e quella centrifuga: mw?r = Koe?/r?, (K essendo la costante di Cou-
lomb, introdotta in (1.42)). Sostituendo i valori numerici per la massa dell’e-
lettrone m ~ 9 x 1073'kg, la sua carica elettrica e = 1.6 x 10~°C', la velocita
della Tuce ¢ = 3 x 108m/s, e il tipico raggio atomico r ~ 107%m  si ottiene
il risultato preannunciato di 7 ~ 1071%s! Evidentemente, il modello atomico a
panettone...fa acqua da tutte le parti!

Altro serio indizio di quanto fosse sbagliato tale modello arrivo dagli esperimenti
effettuati in quegli stessi anni da un altro fisico britannico, Ernest Rutherford,
che dette poi il nome al modello atomico che soppiantd quello di Thomson.
Rutherford fece incidere un fascio collimato di particelle a (nuclei di elio) su
un sottile foglio di oro. Secondo il vecchio modello di Thomson, a causa del-
la repulsione elettrostatica tra queste particelle e la carica positiva distribuita
uniformemente all’interno dell’atomo, si sarebbero dovuti osservare solo piccoli
angoli di deflessione (angoli tra la direzione del fascio emergente e quella del
fascio incidente). Cio che invece Rutherford osservo € che, occasionalmente,
qualche particella «a subiva grandi deflessioni, anzi, talvolta arrivava addirittura
a tornare indietro! Un fatto assolutamente inspiegabile nel contesto del Modello
atomico di Thomson. L’unica soluzione a questo dilemma fu di ipotizzare la
presenza di un nucleo atomico positivo, piccolissimo (dell’ordine di 10~° volte
le dimensioni dell’atomo stesso), dove & concentrata la quasi totalita della mas-
sa atomica. Il risultato fu appunto il Modello di Rutherford, secondo il quale
gli atomi sono pensabili come piccoli sistemi planetari, col nucleo circondato da
elettroni in moto circolare uniforme, proprio come i pianeti attorno al Sole, rive-
lando un atomo essenzialmente vuoto, le cui dimensioni dipenderebbero quindi
dal raggio delle orbite degli elettroni piu esterni. Naturalmente pero, questo



54 CAPITOLO 2. ELEMENTI DI FISICA QUANTISTICA

non risolve di per sé il problema della stabilita atomica esposto sopra, visto
che anche in questo modello gli elettroni sono accelerati e pertanto dovrebbero
irraggiare continuamente, perdendo energia e cadendo quindi sul nucleo con un
moto a spirale ! Tra Daltro, con il progressivo ridursi del raggio dell’orbita,
varierebbe anche la frequenza stessa del moto, e quindi anche della radiazione
emessa, rendendo impossibile la comprensione degli spettri di emissione costi-
tuiti da righe spettrali corrispondenti a frequenze ben definite, caratteristiche
di ciascun elemento chimico. I tentativi di evitare queste difficolta modifican-
do la natura delle forze agenti nell’atomo o modificando il suo stesso modello
risultarono vani. E non sarebbe potuto essere altrimenti, visto che le discre-
panze tra teoria e quanto osservato sperimentalmente avevano la loro origine
proprio nei principi fondamentali della meccanica atomica stessa. Il problema,
pertanto, era quello di trovare nuove leggi meccaniche ed elettromagnetiche che
potessero essere applicate a sistemi dinamici di dimensioni atomiche; leggi che
costituiscono la cosiddetta Meccanica Quantistica.

La costruzione di queste nuove teorie avvenne per gradi. La prima tappa fu la
teoria di Bohr-Sommerfeld, esposta nel 1913, che pur ammettendo la validita
nell’ambito atomico di alcune delle leggi classiche, ne escludeva altre, sostu-
tuendole con opportuni postulati, introdotti a priori. Questa teoria provvisoria,
nonostante 'insoddisfazione generata dalla mancanza di rigorose basi formali,
ebbe un grande sviluppo negli anni che vanno dal 1913 al 1925, anno, que-
st’ultimo, che segno la nascita della moderna Meccanica Quantistica. Questa si
sviluppo secondo due forme diverse ma equivalenti: la Meccanica Ondulatoria di
Schrédinger e la Meccanica Matriciale di Heisenberg. Piu avanti ci occuperemo,
seppur brevemente, solo della prima.

Vediamo quindi piu da vicino in cosa cosiste il semplice modello atomico di
Bohr. Sperimentalmente era ben noto, come accennato sopra, che lo spettro
dell’idrogeno atomico e costituito da righe situate parte nel visibile, parte nel-
Iinfrarosso, e parte nell’ultravioletto. Questo spettro e stato il primo a trovare
spiegazione attraverso una semplice legge empirica. Questa ci dice che le fre-
quenze (e quindi i numeri d’onda v = v/c = 1/)\) corrispondenti alle suddette
righe spettrali si possono tutte ottenere dalla formula (di Rydberg):

- 1 1

dove Ry = 109678 em ™! ¢ la costante di Rydberg ed n, n’ sono numeri interi
arbitari (con n > n’ > 0). Le righe di questo spettro si raggruppano in serie,
ciascuna corrispondente ad un certo valore di n’. Le prime sono le seguenti:

n'=1, n=2,3 4, ... ;serie di Lyman (ultravioletto),
n' =2, n=3,4,5,...;serie di Balmer (visibile),

n' =3, n=4,5,6,...;serie di Paschen (infrarosso),
n'=4, n=25,6,7,...;serie di Brackett (infrarosso) .

Dalla (2.17) risulta anche che al tendere all’infinito di n, ciascuna serie di righe
tende ad addensarsi, con un numero d’onda limite uguale a Ry /n’ 2,
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L’interpretazione teorica di questi risultati, data per la prima volta da Niels Bohr
nel 1913, fu il primo passo verso la creazione di quella meccanica atomica adatta
a spiegare il modello di atomo planetario risultato dall’analisi degli esperimenti
di Rutherford.

Ispirandosi alla Teoria dei Quanti di luce di Planck, introdotti come si e visto per
spiegare la radiazione di corpo nero, Bohr introdusse i seguenti due postulati:

e per un sistema atomico, e piu in generale per un sistema capace di oscilla-
zioni, c¢’e una serie di livelli energetici F,,, detti stati stazionari, nei quali
il sistema puo esistere senza bisogno di irraggiare energia sotto forma di
onde elettromagnetiche; l'irraggiamento (o ’assorbimento) & prodotto solo
dalla transizione da uno di questi livelli ad un altro energeticamente pit
basso (o pit alto).

e la frequenza della luce emessa o assorbita durante una transizione e de-
terminata esclusivamente dalla differenza delle energie E,, ed E,, che
caratterizzano i due livelli:

hv=E, —E,,, (2.18)
dove h = 6.67 x 10734 J s & la costante di Planck, della teoria di Planck.

A questi due postulati Bohr aggiunse una condizione supplementare e il cosid-
detto principio di corrispondenza:

e Condizione Supplementare: il modulo del momento angolare dell’elettrone
nel suo moto attorno al nucleo deve essere un multiplo intero della costan-
te universale h/2r = %, detta h tagliato; (questa condizione avra una
semplice interpretazione nel contesto della meccanica ondulatoria, dove,
allo scopo di avere onde stazionarie, le onde associate all’elettrone devono
essere tali che la circonfernza dell’orbita sia uguale ad un numero intero
di lunghezze d’onda: 271, = nA = nh/mv).

e Principio di Corrispondenza: la teoria quantistica deve ridursi a dare le
stesse predizioni della corrispondente teoria classica nel limite A — 0,
limite in cui dovremmo ritrovare le leggi ordinarie della macrofisica.

Premesso cio cominciamo a calcolare i raggi delle orbite (circolari) elettroniche
per gli atomi idrogenoidi, cioe quelli costituiti da un nucleo di carica Ze circon-
dati da un solo elettrone (gli altri Z —1 si presume siano stati precedentemente
tolti). L’equilibrio tra la forza centrifuga cui ¢ sottoposto l’elettrone nel suo
moto circolare attorno al nucleo e quella attrattiva di Coulomb implica:

mv? KoZe?
= —.

r r

(2.19)

L’energia cinetica dell’elettrone risulta pertanto:
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1 K0Z€2
T=-mv?= .
9 MY o

Quindi, poiché I'energia potenzale dovuta all’interazione coulombiana &
K0Z€2

U=- ,
r

per Ienergia meccanica si ottiene:

K0Z62 .

2r

il valore negativo dell’energia ci conferma semplicemente che si tratta di uno
stato legato, cioe che per ionizzare ’atomo, € necessario fornirgli energia.

A questo punto Bohr si distacco dalla teoria classica applicando la sua condizione

supplementare, affermando cioé che le sole orbite elettroniche permesse sono
quelle per le quali il momento angolare & un multiplo intero dell’unita h:

E=T+U = (2.20)

mor, =nh, (n=1,2,3,...). (2.21)

Usando questa relazione nella (2.19) si ottengono quindi i raggi delle orbite
PETMESSE:

KomZe?  n2h? n2h?

2,2 0

e Th r2 n KomZe? (222)
Per l'atomo di idrogeno (Z = 1), per esempio, r, = n?-0.529 - 1078 cm;

quindi, per n = 1: 7 = 0.529 - 1078 cm, che rappresenta il raggio dell’orbita
fondamentale.

Calcoliamoci ora le energie che corrispondono a queste orbite permesse (2.22),
i cosiddetti livelli energetici del modello di Bohr. Dalla (2.20) si ottiene:

KZmZ?et Rhe

WS TgE T s Z?, (n=1,2,3,...), (2.23)
dove si e posto
K2 4
R= 422?2 . (2.24)

Il risultato fondamentale di quanto si & visto € il fatto che la meccanica atomica
di Bohr, a differenza della ordinaria meccanica classica (newtoniana), concede
all’atomo soltanto determinati valori dell’energia: Fq, Es, ..., E,, ..., detti -
livelli energetici. Quando Delettrone dell’atomo (di idrogeno) passa dall’orbita
quantica n-esima di energia E,, all’orbita n’ di energia F,/, ’'atomo, come pre-
visto dal secondo postulato di Bohr, emette (se n > n') o assorbe (se n’ > n)
un quanto di luce (o fotone) di frequenza vy, data dalla (2.18), ovvero:

1 1

|En — En’|
=R n2 ’I”L/Q

V,nn/ = =

h

)
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che ¢ esattamente quanto previsto dalla formula (2.17). Sostituendo i valori
numerici delle costanti fondamentali, si ottiene per R il valore:

R =109761 em™!,

in buon accordo col valore sperimentale della Costante di Rydberg Ry dato in
precedenza.

Tale successo rese alla teoria di Bohr (e alla teoria dei quanti in generale) quel ri-
conoscimento universale che si ando attenuando soltanto con gli sviluppi succes-
sivi e definitivi della Meccanica Quantistica. Da un punto di vista sperimentale
la conferma definitiva dell’esistenza degli stati quantici di un atomo, ovvero dei
suoi livelli energetici venne con gli esperimenti di Franck ed Hertz (1913). Essi
studiarono ’eccitazione degli atomi di un gas causata da urti con elettroni di
energia e velocita note. Osservando le conseguenti energie perse dagli elettroni,
energie evidentemente assorbite dagli atomi stessi durante 'urto, si accorsero
che queste variavano in modo discreto, e che coincidevano proprio con le energie
di eccitazione atomica gia note dalla spettroscopia.

2.7 L’Effetto Fotoelettrico

L’effetto fotoelettrico, scoperto per caso da Hertz nel 1887, consiste nell’emis-
sione di elettroni da parte di alcuni metalli e anche di qualche gas, quando
questi sono investiti da una radiazione di frequenza sufficientemente elevata,
tipicamente raggi UV, X o . Le leggi principali dell’effetto sono le seguenti:

o Leffetto stesso (e quindi I’emissione dei cosiddetti foto-elettroni si ha sol-
tanto se la frequenza della radiazione incidente € maggiore di un valore
ben definito, detta frequenza di soglia vy, dipendente solo dalla natura
del corpo illuminato;

e i foto-elettroni emessi hanno velocita che variano da zero ad un certo

valore massimo v,,, corrispondente ad una energia cinetica (%mvm2 ) che

¢ linearmente crescente con la frequenza stessa della radiazione incidente:

1
E.(max) = imva =h(v — 1),

(Legge di Einstein), dove h ¢ una costante uguale per tutti i corpi, che
risulta essere proprio la costante di Planck;

e la densita della corrente foto-elettronica, ovvero il numero di elettroni
emessi al secondo per unita di superficie, ¢ direttamente proporziona-
le all’intensita dell’illuminamento (a parita di frequenza); intensita che
peraltro non influenza affatto la loro velocita.

Le leggi classiche dell’elettromagnetismo danno tuttavia un’interpretazione del-
Ieffetto fotoelettrico che € in contrasto con quanto osservato sperimentalmente.
In particolare, interpretando i fotoelettroni come elettroni estratti dagli atomi
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in conseguenza delle oscillazioni indotte dai campi elettrici della radiazione in-
cidente, essi dovrebbero avere velocita (e quindi energie cinetiche) crescenti con
I'intensita di quest’ultima (a parita di frequenza), contrariamente a quanto vie-
ne osservato. Come e ben noto la spiegazione fu trovata da Einstein nel 1905, lo
stesso anno in cui propose la Teoria della Relativita Ristretta, osservando che
la costante h caratteristica dell’effetto fotoelettrico coincideva proprio (entro
Perrore sperimentale) con quella introdotta da Planck per spiegare la radiazione
emessa da un corpo nero. In particolare, egli ipotizzo non solo che ’energia della
radiazione fosse emessa in quanti discreti di energia hv, ma che si propagasse
proprio in corpuscoli, da lui definiti appunto quanti di luce e oggi noti come fo-
toni. Questi urterebbero anelasticamente con gli elettroni atomici, causandone
I’estrazione e spiegando quindi la fotoemissione osservata, proprio come se fosse-
ro particelle materiali a tutti gli effetti. Cio rivelo pertanto il ben noto dualismo
ondulatorio-corpuscolare della luce! Dualismo che costituisce proprio uno dei
principi fondanti della Nuova Meccanica (detta Quantistica) e che risulta vero
anche se considerato in senso inverso, visto che anche le cosiddette particelle
materiali, come gli elettroni, i protoni, etc., riflettono questo comportamento
1brido, interagendo a volte come corpuscoli e altre come onde.

2.8 L’Effetto Compton

Per certi aspetti, simile a quello fotoelettrico ¢ I'effetto Compton. Questo fe-
nomeno, scoperto nel 1923 dall’lomonimo scienziato inglese, costituisce ancora
un esempio di effetto che puo essere interpretato correttamente grazie all’ipotesi
dei quanti di luce. Questa volta si tratta della diffusione di raggi-X e v da parte
di gas o liquidi. Cio che si osserva e la variazione della lunghezza d’onda della
radiazione diffusa rispetto a quella della radiazione incidente, secondo una legge
quantitativa ben definita; legge che come vedremo, puo essere dedotta e spie-
gata interpretando il fenomeno in termini di urti elastici tra i fotoni incidenti e
gli elettroni atomici, assunti inizialmente in quiete. Questa volta il fotone non
scompare, ma viene diffuso ad un certo angolo 8 rispetto alla direzione incidente
(Pelettrone viene invece scatterato ad un altro angolo ¢).

Vediamo come dedurre la legge dell’effetto Compton applicando gli usuali prin-
cipi di conservazione della quantita di moto e dell’energia, esattamente come in
un ordinario urto elastico tra corpuscoli. Assumendo una quantita di moto per
il fotone pari a p = E/c = hv/c = h/A, e utilizzando le formule relativistiche
per 'energia e I'impulso dell’elettrone, possiamo scrivere il seguente sistema di
equazioni:

’
% = hT"COSG—i— Y cos ¢,

V1-82

0=""sing - \/%sinqﬁ, (2.25)

2 / mc?
hv 4+ mc* = hv +\/ﬁ'

Quadrando e sommando le prime due equazioni si ha:
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(%)2 _ (DQ (v — v/ cos0)% + (' sin 6)?] ,

da cui:
2,22
m2vie 2
T = h? (V2+V’ —QVV’COSQ)7
e

mentre dalla terza delle eq.(2.25) si ha:

m2ct
v2
1-=

= [h(v 1) —|—m02]2 =
(2.26)

=22 4+ — 200') + m2c* + 2mcEh(v — V).
Sottraendo quindi queste ultime due equazioni otteniamo, con un po’ di algebra:

m2ct m2v?c?
— 24—
5 — - =m-c =
i i

c? c? (227)

= h?[—2vV/(1 — cos )] + m?ct + 2mc?h(v — V')

ovvero:

hvv'(1 = cos @) = mc*(v — '),

ed in definitiva, essendo A = ¢/v e N = ¢/V/, le lunghezze d’onda del fotone
incidente e di quello diffuso :

h
A=N A= —(1- . 2.2
A=XN =) s (1 —cos?) (2.28)

La costante Ao = h/(mc) = 0.02426 A ¢ detta lunghezza d’onda Compton.
Notare che la massima variazione di lunghezza d’onda (= 2h/mc) si ha per
i fotoni che tornano esattamente indietro (6 = ). La formula (2.28) risulta
essere in perfetto accordo coi risultati sperimentali, fornendo quindi un’ulteriore
conferma della correttezza dell’ipotesi dei quanti di luce di Planck-Einstein.

2.9 Onde di de Broglie ed equazione di Schrédinger

Come abbiamo visto, le difficolta connesse con la radiazione di corpo nero, il
calore specifico dei solidi, gli effetti fotoelettrico e Compton e le righe spettrali
degli atomi, portarono all’ipotesi dei quanti di luce. Secondo questa idea rivo-
luzionaria la luce, solitamente vista sotto forma di onde elettromagnetiche, si
comporta talvolta come costituita da corpuscoli: i cosiddetti fotoni, particelle
che seppur con massa nulla, sono caratterizzati sia da un’energia F = hv che da
una quantitd di moto p = hv/c = h/A = E/c, proprio come le usuali particelle
materiali.
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Ancora piu sorprendente fu 'osservazione della diffrazione, fenomeno tipicamen-
te di carattere ondulatorio, ottenuta facendo incidere su un cristallo un fascio
di elettroni. Questa serie di esperimenti, effettuati da Davisson e Germer ne-
gli anni 20, rivelo che anche la cosiddetta materia si comporta talvolta come
un’onda ! ...proprio come talvolta la luce si comporta come un corpuscolo. In
altre parole, nel mondo microscopico tipico della fisica atomica e subatomica,
non ha pit senso parlare di corpuscoli e onde separatamente, ma, utilizzando
uno sfortunato termine usato raramente, di particonde. Pertanto, cosi come si
associa una quantitd di moto ad un fotone, cosi dobbiamo associare un’onda
ad un elettrone. In particolare, assumendo la stessa relazione tra la lunghezza
d’onda e la quantita di moto (spesso detto impulso) valida per i fotoni, il fisico
francese Louis de Broglie ipotizzo quindi che ad ogni particella di massa m e
velocita v corrispondesse un’onda di lunghezza d’onda:

A== — (2.29)

fu l'inizio della cosiddetta Meccanica Ondulatoria, i cui principali artefici furono
proprio lo stesso de Broglie, insieme a Schroedinger, Born e Dirac.

In effetti, la vecchia teoria quantistica basata sui quanti di Planck e sui mo-
delli atomici di Bohr-Rutherford era sempre stata ritenuta provvisoria, per la
sua incongruenza logica, la sua incompletezza, per non dire della sua incapacita
a spiegare fenomeni come l'effetto Zeeman e i momenti magnetici atomici. In
realta la nuova teoria, detta Meccanica Quantistica, nacque quasi simultanea-
mente sotto due forme distinte, la meccanica ondulatoria di cui ci occuperemo
nel presente paragrafo, e la Meccanica delle Matrici sviluppata da Heisenberg e
Jordan.

Ma prima di addentrarsi nei dettagli della meccanica ondulatoria vale la pena di
sottolineare una delle principali conseguenze del suddetto dualismo ondulatorio-
corpuscolare. Poiché in generale non e possibile localizzare un’onda, diciamo con
un’incertezza inferiore alla sua lunghezza d’onda, la relazione di de Broglie puo
essere considerata equivalente al ben noto Principio di Indeterminazione di Hei-
senberg, che, nella sua versione classica, afferma che il prodotto delle incertezze
associate alla posizione spaziale e all’impulso di una qualsiasi particella non puo
mai essere inferiore alla costante di Planck; piu esattamente, si puo dimostrare
che deve valere la seguente relazione tra le due incertezze:

Ap - Az > g (2.30)

Questo principio ha conseguenze importanti, non solo fisiche, ma anche filosofi-
che, perché distrugge uno dei pilastri della fisica classica newtoniana: il determi-
nismo, cioe 'idea che, almeno in linea di principio, sia sempre possibile misurare
e quindi conoscere simultaneamente e con assoluta certezza sia la posizione x
che la relativa componente della quantita di moto p, = mwv, di una particella.
A prima vista, si potrebbe pensare che cio rifletta soltanto 'inadeguatezza dei
nostri apparati strumentali, ma non e cosi. Secondo la corrente interpretazio-
ne delle leggi quanto-meccaniche, l'incertezza, o meglio I'indeterminazione, di
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queste grandezze fisiche (dette coniugate) ¢ una caratteristica intrinseca dei si-
stemi microscopici e non puo essere eliminata o evitata perfezionando le nostre
apparecchiature sperimentali.

Vediamo come possiamo ottenere in modo piuttosto informale ’equazione del
moto di una particella secondo le leggi della meccanica quantistica. Come ab-
biamo visto nei precedenti paragrafi, i fotoni possono essere considerati gli atomi
del campo elettromagnetico. Le equazioni fondamentali che descrivono questo
campo sono le ben note equazioni di Maxwell, date in (1.121). Come si & visto
nel §(1.11), in assenza di cariche e correnti elettriche, cio¢ nel vuoto, queste
equazioni implicano che sia il campo elettrico che quello magnetico soddisfino
lequazione caratteristica delle onde, 1’eq. di D’Alembert (1.123):

1 9°E
V’E - ——— =0,
2 Ot2
dove ¢ = 1/,/éofio =~ 3 - 10% m/s & la velocita della luce. La sua soluzione
generale scritta in forma complessa € stata data in (1.129):

E(r,t) = Ege'r+1)

dove k ¢ il vettore d’onda, diretto nella direzione di propagazione e avente
modulo |k| =k = 27/)\, e w = 27 ne & la pulsazione. Usando per Penergia e
la quantita di moto del fotone le espressioni dedotte in precedenza: £ = hv = hw
ep= 1%5/(: = kh/)\ = kT, questa soluzione assume la forma:

E(r,t) = By e'PT=E0/0 (2.31)

Seguendo de Broglie, supporremo che anche ad ogni particella di impulso p = mwv
sia associata un’onda (come quella del fotone) di lunghezza A = h/mv = h/p;
onda di cui successivamente proveremo a dare un’interpretazione fisica. Detta 1
tale funzione d’onda, per una particella libera (cioé non soggetta a forze esterne)
questa dovra pertanto assumere la stessa forma dell’eq.(2.31):

Y(r,t) = AelPr=E/h, (2.32)

Da questa soluzione, per derivazione rispetto alle coordinate spaziali e al tempo,
troviamo che:

vw:z'%w = pyY = —ihV, (2.33)
come pure:

o _ £ _ .59

S = gt = EY=ihos (2.34)

in altre parole, la moltiplicazione da sinistra dell’impulso p e dell’energia £
sulla funzione d’onda v, € equivalente all’applicazione dei rispettivi operatori
derivata:
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p— —ihV, (2.35)
L 0
£~ il (2.36)

A questo punto, usando la familiare relazione tra l’energia meccanica &, la
quantitd di moto p e 'energia potenziale U di una particella (non relativistica):
E =p?/2m + U, con le sostituzioni (2.35) e (2.36) , si ottiene:

2
vy, (2.37)
2m

ovvero:

v2w+2$(5—U)¢=0. (2.38)

Queste sono le due forme piu note dell’equazione di Schrédinger, detta degli
stati stazionari, poiché non vi compare il tempo. Per ottenere quindi I'’equazione
completa, dipendente dal tempo, & sufficiente effettuare la sostituzione come in
eq.(2.36):

m oo e

2mV¢+U¢—zhat. (2.39)
Queste equazioni descrivono completamente il comportamento quanto-meccanico
della particella, esattamente come fanno le equazioni di Newton nella meccanica
classica.
Ma se nel caso del fotone il significato di funzione d’onda puo essere compreso
in termini di vettore campo elettrico o magnetico (in realta del 4-vettore poten-
ziale A*)! nel caso di una qualsiasi altra particella elementare, come I'elettrone
o il protone, qual’e il significato fisico della sua funzione d’onda? Come dimo-
streremo piu avanti, e seguendo 'interpretazione dovuta al fisico Max Born, il
modulo quadro [¢)(r,t)|? rappresenta la Densita di Probabilita, nel senso che:

(e, ) dV = ¢*(r,t) ¢(r, ) dV (2.40)

¢ la probabilita che la particella sia nel volumetto dV (individuato dai raggi
vettori r e r+dr) all’istante ¢. Questo significa, evidentemente, che la funzione
d’onda stessa deve soddisfare la cosiddetta condizione di normalizzazione, che
ci assicura la certezza della presenza della particella su tutto lo spazio:

Pov= [ lwtoPav = 1. (2.41)
Cerchiamo di capire perché la quantita |(r,)|?> & interpretabile come una -
densita. Cominciamo col moltiplicare 1’eq. di Schrédinger dipendente dal tem-
po, eq.(2.39), per la funzione d’onda complessa coniugata 1* e, analogamente,
moltiplichiamo 1’eq. complessa coniugata della (2.39) per 1 :

1Vedi Nota (16) del Capitolo 1.
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h2 * * . *
—oo VTV Uy =ihyt 5 (2.42)
h? . . , .
—%wv% +UY Y = —ihy 2 (2.43)
facendo la differenza membro a membro di queste due equazioni si arriva a:

ih 5 (W) £V | 3 (VT V)| =0, (2.44)

dove si € usata l'identita:

(W V2" =" V2) = V- (¥ V© — 9" V).

L’eq.(2.44) & identica alla ben nota equazione di continuita dell’elettromagneti-
smo o della fluidodinamica, data in (1.92):

Ip

ot
nel primo caso, per esempio, p ¢ la densita volumica di carica elettrica e J =
pv & la densita superficiale di corrente. L’eq.(2.45) non ¢& altro che la diretta
conseguenza della Legge di Conservazione della Carica Elettrica:

+V-T=0; (2.45)

Q= / pdV = costante. (2-46)
Voo

L’analogia tra la (2.44) e la (2.45) ci porta ad identificare p = |¢p|* = ¢*¢) con
una densita, in particolare con la densita di probabilita di trovare la particella
nell’elemento di volume unitario attorno al punto dello spazio considerato; allo
stesso modo

J= 5 (Ve - ') (2.47)

va identificata con la corrispondente densita di corrente. La quantita conserva-
ta associata all’eq.(2.44) ¢ allora la Probabilita totale di trovare la particella in
tutto lo spazio, che deve essere evidentemente uguale a 1, (come richiesto dall’
eq.(2.41)), rappresentandone la certezza. La correttezza della nostra interpre-
tazione per la densita di corrente J puo essere suggerita studiando la funzione
d’onda di una particella libera. In questo caso l’eq. di Schrodinger degli stati
stazionari, eq.(2.38), che si scrive:

2mé
V2 + ZZ p=0,

ha la seguente soluzione:

(r) = A/,
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dove A ¢ una costante ottenibile con la condizione di normalizzazione (2.41) e
p = mv ¢ la quantita di moto della particella. Sostituendo questa espressione
nell’eq.(2.47), ed essendo p = [1|?> = |A|? la densita di probabilita, si ottiene:

i

g =y (ez'(p-r)/h e ipT)/h _ g=i(pr)/h g 4i(pn)/h
WL 2ip ) P (2.48)
=g (ZER) Jpap R o2y
2m h m

confermando per J linterpretazione di densita di corrente associata alla parti-
cella.

2.10 Applicazioni dell’equazione di Schrodinger

In questo paragrafo daremo qualche semplice esempio di applicazione dell’e-
quazione di Schrodinger, derivando anche una formula (approssimata) per il
coefficiente di trasmissione di una particella soggetta ad una generica barriera
di potenziale.

2.10.1 Particella in orbita circolare

Come prima applicazione consideriamoi una particella in moto uniforme su una
traiettoria circolare di raggio r. In questo caso possiamo risolvere ’equazione
di Schrodinger unidimensionale:

h? 9%W(x,t) ., 0U(x,t)

col metodo della separazione delle variabili, ponendo:

U(z,t) = () o(t);
in tal caso 'eq.(2.49) diventa:

N, 9
o) TAD — i) 20 —gp@yom,  a0)
ovvero, dividendo per U(z,t) = ¢(t) ¥(x):
h2 w// - ¢ B

Queste sono due semplici eq. differenziali lineari, le cui soluzioni possono essere
scritte in forma esponenziale complessa come segue:

U(x) = Cre?t/t,

(b(t) = Oy e~ i€t/h , (2-52)

dove p = v2mé&/h & 'impulso della particella sull’orbita circolare; pertanto, in
definitiva, la funzione d’onda completa é:

U(z,t) = AelPr=E/h (2.53)
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dove A = C1C5 & una costante d’integrazione. A questa soluzione va eviden-
temente imposta la condizione di periodicita sulla circonferenza (di raggio r):
U(x + 27r,t) = ¥(x,t), cioe:

Aei[p(rc+27rr)—5t]/h — Aei(p:r—f,'t)/h :

questa identitd implica: e*P?™)/" =1 da cui otteniamo la quantizzazione del

momento angolare L, = muv,r della particella:

h
=2mn = pn—mvn—n; = (2.54)
dove n € un numero intero positivo, detto numero quantico. Di conseguenza,

anche l'energia risulta quantizzata, essendo data dai seguenti livelli discreti:

e’ _ 2 B
2m 2mr2’

uno spettro di energie simile a quello ottenuto nel caso dell’atomo di Bohr,
eq.(2.23). Cio non deve sorprenderci, visto che la condizione (2.54) ora ottenuta
¢ identica a quella proposta da Bohr, eq.(2.21).

2.10.2 Particella in una buca di potenziale infinita

In questo paragrafo si vuole studiare il problema (unidimensionale) di una par-
ticella vincolata a stare in un intervallo dell’asse x di ampiezza assegnata a,
diciamo z € [0,a]. Cid & equivalente a dire che la particella & soggetta ad una
forza di potenziale:

0, per0<z<a,

oo, perx<0Uzx>a. (2.55)

U(z) = {

In particolare, vediamo che all’interno della buca di potenziale infinita deve
valere I’eq. di Schrodinger per la particella libera:

2mé
h2
con le condizioni al contorno fisiche: ¥ (x = 0) = ¢(z = a) = 0, che ci assicurano

I’annullamento della funzione d’onda agli estremi dell’intervallo, dove U — oo .
In questo caso la soluzione che si ottiene, scritta in forma reale, € la seguente:

Y+ T =0, (2.56)

Y(x) = Asin(k z) + Bcos(kx),

dove k = v2mé&/h; la condizione (x = 0) = 0 implica B = 0, mentre l'altra
condizione porta a:

Y(x=a)=Asin(ka)=0 = kya=nm,

da cui possiamo dedurre i seguenti livelli discreti di energia:
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9 m2h2

E,=n"——
2ma?’

(n=1,2,3,...). (2.57)
Ad ogni valore definito dell’energia, detto autovalore, E,, , corrisponde una ben
determinata funzione d’onda:

"”) , (2.58)

Y(x) = A sin (—

a

dove la costante A va determinata dalla condizione di normalizzazione (2.41):

/ idx :/ sin? (@) de=1,
0 0 a
da cui si ottiene: A =+/2/a.

2.10.3 Particella in una scatola tridimensionale

La generalizzazione al caso tridimensionale di una particella vincolata a muover-
si all’interno di una scatola a pareti rigide di dimensioni (a, b, ¢) ¢ immediata.
La corrispondente equazione di Schrodinger puo essere ridotta a tre equazioni
unidimensionali indipendenti e identiche all’eq.(2.56) col metodo della separa-
zione delle variabili. Questo ci permette di generalizzare facilmente i risultati
ottenuti nel paragrafo precedente. I livelli di energia, adesso parametrizzati da
tre numeri quantici, uno per ogni direzione spaziale, sono dati da:

Pumn = ()4 () + (2)]. e

a cui corrispondono le seguenti funzioni d’onda (normalizzate):

Y(z,y,2) = \/E sin (nm;rx> sin (ny;ry) sin (nzjz) . (2.60)

Poiché ciascuno stato € univocamente caratterizzato dall’insieme dei suoi numeri
quantici, conviene spesso rappresentarlo col simbolo |ny, na, ... > (detto ket).
Talvolta puo accadere che un certo numero di stati distinti, cioe stati caratte-
rizzati da set diversi di numeri quantici, possano avere la stessa energia; in tal
caso diremo che tale livello energetico ¢ degenere, ed il grado di degenerazione
¢ proprio il numero di questi stati. Viene detto livello fondamentale quello ca-
ratterizzato dall’energia pit bassa. Questo livello & sempre non-degenere. Per
fare un esempio, per una scatola cubica di lato a, il livello fondamentale ha
un’energia:

B 3h%n2
0) = 2ma2’
e corrisponde al solo stato |1,1,1 >, mentre il primo livello eccitato, di energia

3h2m2

b
ma?

Eqy =
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¢ triplamente degenere, corrispondendo ai tre stati [2,1,1 >, [1,2,1 > e |1,1,2 >.
Per concludere, ricordiamo che se vogliamo inserire un certo numero di elettroni

(in generale qualsiasi particella a spin semi-intero) nella nostra scatola tridi-

mensionale, dobbiamo rispettare il cosiddetto Principio di esclusione di Pauli,

secondo il quale non possono esserci piu di due particelle aventi lo stesso set di

numeri quantici (in modo da poterle poi distinguere grazie al loro opposto spin

+h/2).

2.10.4 Barriera di potenziale ed Effetto Tunnel

In questo paragrafo affronteremo il problema di studiare il moto di una parti-
cella attraverso una barriera di potenziale. Secondo la fisica classica di Newton,
naturalmente, non ci possono essere dubbi. Se la particella ha un’energia supe-
riore alla massima altezza della barriera, essa attraversera certamente la barriera
stessa, mentre in caso contrario sara sempre respinta, tornando da dove & ve-
nuta. Vedremo invece che le leggi della Meccanica Quantistica prevedono una
probabilita non nulla, sia di essere riflessa nel primo caso, che di essere trasmessa
nel secondo. In particolare quest’ultima possibilita, detta Effetto Tunnel, puo
spiegare per esempio il fenomeno legato al decadimento radioattivo in cui una
particella « riesce ad attraversare la barriera di potenziale del nucleo genitore.
Consideriamo quindi una particella di massa m in moto sull’asse x, proveniente
da x — —oco, con una energia ed un impulso ben definiti £ = p?/2m =
k2h? /2m . La barriera di potenziale, supposta per semplicita rettangolare, sia
definita dalla:

0, perz<0Uz>a,

U(x):{ Uy, perO<z<a. (2.61)

Poiché siamo interessati all’effetto tunnel, ci limiteremo a studiare il caso in cui
I’energia della particella ¢ inferiore all’altezza della barriera: E < Up. In questo
caso, I’eq. di Schrodinger valida a destra e a sinistra della barriera & quella della
particella libera (U = 0). Le soluzioni sono pertanto date dalle usuali espres-
sioni oscillatorie; in particolare, a sinistra della barriera la funzione d’onda sara
esprimibile come la sovrapposizione di un’onda progressiva di ampiezza unita-
ria (corrispondente alla particella incidente in moto verso destra) e di un’onda
regressiva (corrispondente alla particella riflessa, in moto verso — —x:

Y1(x) = e 4 Ae= ™ perz < 0.

D’altra parte, I’eq. di Schrodinger valida nella regione della barriera (per 0 <

r<a)eé:

2m(U0 — E)
52

la cui soluzione contiene solo un’esponenziale reale smorzato:

o' — P =0,

o) =Be ¥, perO0<z<a,
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dove si ¢ posto: ¢ = y/2m(Uy — E)/h; (la soluzione esponenzialmente crescen-
te & esclusa perché fisicamente inaccettabile!). L’ampiezza di probabilita di
attraversare la barriera sara proporzionale al rapporto tra la funzione d’onda
calcolata alla fine della barriera e quella calcolata al suo inizio:

’(/JQ(a) ~ g0

U2(0) '
Quindi possiamo concludere che la probabilita di attraversamento, detta piu
propriamente coefficiente di Trasmissione, & data da:

Ya2(a) | nag _ ~2a\/2m(Us — E)/h (2.62)
¥2(0)
Consideriamo ora una barriera generica, descritta da una qualche funzione conti-
nua U(x). Questa puo essere, in prima approssimazione, pensata come formata
da tante barriere rettangolari, di altezza U; = U(x;) e di larghezza a; = dx;, a
ciascuna delle quali corrispondera un certo coefficiente di trasmissione T; , dato
da un espressione del tipo (2.62); il coefficiente di trasmissione globale (essendo
una probabilita!) sard dato dal loro prodotto:

2
T =

Tr=ILT; =

InT=3%,InT;, =%, —2./2m(U(z;) — E) dz; .

Da questa espressione otteniamo quindi la formula generale (ma approssimata !)
per il coefficiente di trasmissione da una qualsiasi barriera di potenziale U(x):

T = exp (-?L /:2 \/de> , (2.63)

dove 1 e x5 sono i cosiddetti punti di inversione classici, ovvero i punti in cui
I'energia della particella ¢ uguale all’energia potenziale: U(zy(2)) = E.

2.11 Conclusioni

Questo Secondo Capitolo ¢ stato originariamente scritto con I'intento di fornire
un’utile Dispensa per gli studenti dell’ultimo anno delle scuole medie superiori
su alcuni argomenti di Fisica Moderna. Puo comunque servire anche al gene-
rico lettore come breve Introduzione alla Teoria dei Quanti. La scelta degli
argomenti trattati ¢ stata dettata da motivazioni esclusivamente didattiche, ri-
flettendo il Corso scolastico tenuto dall’autore. In ogni caso, si & voluto fornire
un breve panorama dei principi che hanno portato, attraverso la crisi della fisica
classica, alla nascita della Meccanica Quantistica. Abbiamo cercato, in parti-
colare nella prima parte del capitolo, di trattare gli sviluppi storici che hanno
portato all'ipotesi della teoria dei quanti tra la fine dell’800 e i primi vent’anni
del secolo scorso. Negli ultimi paragrafi, invece, abbiamo voluto dare qualche
breve esempio di applicazione delle leggi della Meccanica Ondulatoria, descritta
dall’equazione di Schrédinger. Per ulteriori approfondimenti si raccomanda la
lettura di testi specifici, alcuni dei quali sono segnalati nella Bibliografia.
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