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In questo lavoro vogliamo presentare alcuni brani estratti dai trattati di Meccanica di due professori pisani del
Settecento, Guido Grandi e Celestino Rollo, fornendo le loro versioni originali, allo scopo di permettere un
confronto diretto tra i due autori, ma arricchendo I’esposizione con dimostrazioni e considerazioni fatte in chiave
pit moderna e attuale, con l'obiettivo di chiarire alcune delle “Proposizioni” date nei testi originali.

[In this essay, we present some excerpta from two treatises on Mechanics written by two teachers of the University
of Pisa in the first half of the XVIII century. We give the original versions, with the aim of allowing a direct
comparison of the two authors. We also add our own demonstrations and considerations, from a more modern
point of view, in order to clarify some of the “Propositions” given in the original texts.]

1 Introduzione

L’Universita di Pisa, come noto, & certamente tra le istituzioni accademiche che svolse un ruolo fondamentale nello
sviluppo della cosiddetta “Rivoluzione Scientifica” del XVII e XVIII secolo. Attraverso una nutrita successione
di Filosofi Naturali, Matematici e Scienziati, ed in sintonia con l'idea baconiana del “Nuovo Metodo Scientifico”
proposto nel “Novum Organum Scientiarum”[1] (Londra, 1620), basato sulla necessita di verifiche sperimentali
riproducibili, prese vita una tradizione plurisecolare che ha permesso all’Atenéo Pisano di essere tra i protagonisti
nello sviluppo della FISICA in generale, e della MECCANICA in particolare. A partire da Francesco Buonamici
[2], Maestro di Galileo, che a cavallo tra il XVI ed il XVII secolo scrisse un trattato dal titolo “De Motu”,
che pur essendo ancora un’Opera di carattere prettamente Aristotelico, nella tradizione dei tanti Commentari
medievali e rinascimentali alla Fisica del filosofo di Stagira, fu senz’altro di notevole ispirazione per Galileo, i
cui risultati principali ottenuti nel contesto della Meccanica sono meravigliosamente sintetizzati e raccolti nel suo
[3] “Discorsi e Dimostrazioni Matematiche, intorno a due nuove scienze attenenti alla Meccanica & i Movimenti
Locali”, stampato dagli Elzeviri a Leida nel 1638. Solo sei anni prima Galileo aveva pubblicato a Firenze [4] il
forse piu famoso “Dialogo sopra i Massimi Sistemi del Mondo Tolemaico e Copernicano”, e ben ventotto anni
prima era uscito dai torchi veneziani il suo “Sidereus Nuncius” [5], in cui divulgava al mondo i risultati delle
sue osservazioni effettuate col cannocchiale, acquistando cosi fama mondiale. Seguiranno alcuni suoi alliievi, tra
i quali non possiamo non menzionare, tra gli altri, Evangelista Torricelli, con le sue “Lezioni Accademiche” [6],
stampate a Firenze nel 1715, o Vincenzo Viviani, tra i cui scritti troviamo, per esempio, il “Quinto Libro degli
Elementi di Euclide, ovvero Scienza Universale delle Proporzioni. Spiegata colla Dottrina del Galileo” [7]. Nacque
cosi una vera e propria Scuola Pisana di Fisica, con nomi diventati famosi, come Alessandro Marchetti, tra le
cui opere evidenziamo anche una suggestiva traduzione italiana del “De Rerum Natura” di Lucrezio [8], che per
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certi aspetti puo essere considerato il Manifesto della Libera Ricerca Scientifica svincolata dalle pressioni religiose
imposte dalla Chiesa, che venne pubblicata a Londra solo nel 1717, a tre anni dalla morte dell’autore. A questo
elenco, molto parziale, di filosofi naturali e matematici pisani, possiamo quindi aggiungere anche i due autori che
ci interessano in questo lavoro, Guido Grandi e Celestino Rollo.

Guido Grandi, pseudonimo di Francesco Lodovico Grandi [9] (Cremona, 1671 - Pisa, 1742), inizid i suoi studi a
Cremona nel Collegio dei Gesuiti, dove ebbe come Maestro il futuro matematico Girolamo Saccheri'. A 16 anni,
assumendo il nome di Guido, entro al Monastero Camaldolese di Classe in Ravenna. Prosegui gli studi Teologici
a Roma e Geometrici e Matematici a Firenze, dove divenne Professore di Filosofia presso il locale monastero del
suo Ordine. Nel 1703 pubblico il libro “La Quadratura del Cerchio e dell’Iperbole”, e nel 1709, durante una sua
visita in Inghilterra, entro a far parte della “Royal Society”, il Presidente della quale era all’epoca ancora lo stesso
Isaac Newton. Nel 1714 divenne Matematico di Corte presso il Granduca di Toscana e Professore Ordinario di
Matematica dell’Universita di Pisa [10], collaborando con Tommaso Buonaventuri all’Edizione fiorentina delle
“Opere di Galileo Galilei” del 1718. Scrisse due opere di Geometria che ebbero una discreta fortuna [11], [12],
gli “Elementi Geometrici Piani e Solidi di Euclide” (Venezia, 1780) e un “Compendio delle Sezioni Coniche di
Apollonio” (Firenze, 1722). Fu tra i primi ad introdurre e diffondere in Italia I'utilizzo del “Calcolo Differenziale e
Integrale” di Newton e Leibniz, argomento su cui scrisse ’'Opera “De infinitis Infinitorum” [13], stampata proprio
a Pisa nel 1710, a soli 14 anni dalla pubblicazione del primo libro stampato sull’argomento, ad opera del Marchese
de 'Hopital [14]. Ed e proprio di queste nuove tecniche di calcolo, che come ormai sappiamo bene si rivelarono
uno strumento fondamentale e trainante per lo sviluppo formale delle Scienze Fisiche, che Grandi si servi nelle
sue “Instituzioni Meccaniche”, stampate in Prima edizione a Firenze [15] nel 1739, e poi ristampate a Venezia?
[16] nel 1750. Si ricorda che, forse paradossalmente, Newton, inventore con Leibniz del “Calcolo” stesso, pur
utilizzandolo pesantemente per ottenere i propri risultati, non lo rese esplicito nella sua Opera fondamentale che
ha portato alla nascita della Fisica e della Meccanica Classica, i “ Principia Mathematica Philosophiae Naturalis”
[17], stampati a Londra nel 1687, preferendo un’esposizione prevalentemente geometrica, perché ritenuta pit
elegante e piu conforme ai dettami della “Scienza degli Antichi”. Nei primi decenni del Settecento, invece, molti
Filosofi Naturali cominciarono a preferire una presentazione dei propri risultati in una forma che potremmo
definire piuttosto ibrida, sia “algebrica” - con I'utilizzo di formule matematiche, eventualmente ottenute anche
grazie alle tecniche del Calcolo Differenziale e Integrale - che “geometrica”, simile al metodo usato da Newton nei
suoi Principia. E proprio per questo motivo che oggi la lettura del testo originale dell’Opera del Grande Filosofo
Inglese resta piuttosto ostica, piena di costruzioni geometriche, ma essenzialmente priva di formule matematiche,
caratteristica fondamentale di un qualunque libro di fisica moderno. L’esposizione dei “Principia” di Newton,
rielaborati in chiave moderna, ¢ stata brillantemente realizzata da S. Chandrasekhar nel suo libro “Newton’s
Principia for the common Reader” [18].

La Nuova Filosofia Naturale di Newton arrivo sul Continente grazie a molti autori, in primis agli scienziati
olandesi Musschenbroek [19] e ’s Gravesande [20], ma anche al Sigorgne [21], all’Algarotti [22] e allo stesso
Voltaire [23], solo per citarne alcuni tra i pitt importanti. A proposito di un maggior utilizzo di formule algebriche
e del Calcolo, vogliamo qui ricordare un autore, forse un po’ meno conosciuto, Christian Wolff, i cui “Elementa
Matheseos Universae” [24] stampati in 5 voll. (a Magdeburgo, Ginevra e Verona) e che ebbero diverse edizioni
tra il 1738 e il 1747, furono probabilmente tra le prime opere in cui I’esposizione risultava essere prevalentemente
algebrica, piena di formule matematiche, derivate ed integrali; non sorpende quindi che contengano anche alcuni
dei risultati che daremo e commenteremo nel presente lavoro, estratti dalle “Instituzioni Meccaniche” del Grandi
[16], e dal “De Corporum Motu Rectilineo, et curvilineo in mediis non resistentibus” del Rollo [25].

Ma prima di iniziare ad esporre e commentare le “Proposizioni” che abbiamo selezionato dalla prima di queste due
opere, dobbiamo conoscere piu da vicino anche 'altro autore del quale presenteremo qualche notevole risultato,
estratto dalla prima parte del suo libro, Celestino Rollo, a volte anche chiamato Rolli. Il suo “De Corporum Motu
Rectilineo, et Curvilineo in mediis non resistentibus” venne dato alle stampe [25] a Venezia solo nel 1750, anche
se, come precisa lo stesso autore, in realta era stato scritto ben venticinque anni prima, ancora in vita lo stesso

1Girolamo Saccheri acquistd notorietd per i suoi studi sulla Geometria, che pubblicd nel suo ”Euclide liberato da ogni macchia”
(Milano, 1732).
2Per la stesura del presente lavoro abbiamo utilizzato una copia di quest’ultima edizione.



Newton. Ed in effetti, nel “Giornale de’Letterati” del 1750 pubblicato a Firenze troviamo: < Una bell’Operetta,
venticinque anni fa scritta, ma nel corrente anno solamente stampata deesi ora per noi rammemorare. 11 P. Abate
Rolli Celestino gia Lettor di Pisa n’e¢ I’Autore; e’l P. Luigi del Giudice pur Celestino n’é I'editore. Dell’Autore,
del tempo, in cui fu composta 'opera, e del modo, con che se n’é procurata 'edizione, si parla dal P. del Giudice
nella Prefazione, la qual, non so come, par di due mani. Da questa ancora impariamo, che I’Autore nel presente
trattato di due libri composto “plures hypotheses virium ad centrum tendentium, € diversam cum distantiis
rationem servantium pro virili parte persequitur. In singulis quid accidat corporibus cum sponte descendentibus
(nel primo libro) tum projectis (nel secondo) geometrice manifestat. Illud autem singulare, ac precipuum in
hoc opere videtur, quod quum projectum corpus in eadem virium hypothesi per curvas natura admodum diversas
pro circumstantiarum diversitate iter faciat plenissimum, negotii erat determinare, quibusnam in circumstantiis
determinata quaepiam curva describeretur. Hoc praestat Auctor non paucis quidem, sed ita clare, ut ejus methodus
plurimi facienda esse videatur”. Per noi ci sottoscriviamo al saggio parere del celebre Sig. Francesco Maria Zanotti,
il quale in una lettera al P. del Giudice qui stampata sul principio dell’opera, loda il libro, e secondo che ne penso
anche il P. Riccati, afferma, che se questo libro uscito fosse 30 anni fa, avrebbe e peculiare stima avuto, e recato
util grandissimo. II P. Rolli & gia noto per un problema, contro cui scrisse il famoso P. Grandi®, non tanto la
sostanza impugnandone, quanto alcune coserelle accidentali. La risposta del P. Rolli al Grandi é inedita in mano
del P. del Giudice.>>. Ed ancora, nel Tomo XCIX (Anno 1795) dello stesso “Giornale de’Letterati”, a pag. 80,
leggiamo: <...ma l'uomo, che avrebbe potuto lasciar di sé gran nome all’Universita, sarebbe stato il Monaco
Celestino di Lecce il P. Rollo, se ei non preferiva di servir piu la sua religione o Abate, o Procuratore Generale,
che la medesima Universita. Quel che ei scrisse mentre stette in Pisa “de coporum motu rectilineo € curvilineo”,
e che fu pubblicato 25 anni dopo in Bologna®, ben lo dimostra un profondo geometra sintetico ed analitico...>.

Allo scopo di illustrare alcuni notevoli esempi dello sviluppo della Meccanica a partire dai Principi di Newton
e dall’applicazione dei nuovi strumenti di “Calcolo”, che si ebbe nel Settecento, nel §2 presenteremo alcune
delle “Proposizioni” piu significative date nei Capitoli VI (“Del Moto accelerato, e ritardato”) e VII ( “Del Moto
composto dell’equabile, e dell’accelerato”) delle “Instituzioni Meccaniche” di Guido Grandi ([16], da pag. 61 a
pag. 98), accompagnando la versione originale (in corsivo) con dimostrazioni e considerazioni personali, presentate
con notazioni e linguaggio pitt moderni. Per questo motivo, riteniamo che il presente lavoro potrebbe anche essere
di qualche utilita per fini didattici. Nell’'ultima parte, al §3, anche per permettere una comparazione tra i due
autori che qui ci interessano, tratteremo allo stesso modo alcuni dei risultati presentati dal Rollo nella prima
parte del suo libro [25].

2 Dalle “Instituzioni Meccaniche” di Guido Grandi

2.1 PROPOSIZIONE XXIV.

Se un mobile sara spinto da una forza continuamente applicata®, la quale operi sempre nella stessa maniera,
crescera la di lut velocita nella stessa proporzione, in cui cresce il tempo del moto. Chiamasi questa sorte di
movimento, moto uniformemente accelerato.

Si rappresenti Iestensione del tempo colla retta AP, divisa in parti eguali quantosivoglia piccole AB, BC, C'D
&ec. (Fig. 96). Se la forza applicata al mobile nella prima particella di tempo AB, gli avra impresso un tal
piccolo grado di velocita rappresentato dall’ordinata BG, é manifesto, che se la detta forza quindi in poi cessasse

3Proprio I’Autore delle “Instituzioni Meccaniche” da cui estrarremo qui, commentandole in chiave moderna, alcune Proposizioni
dai Capitoli VI e VII.

4Qui erra 'autore del presente Articolo del “Giornale de’Letterati”, visto che in realta 'opera del Rollo venne stampata a Venezia
da Pietro Bassalea.

5Cioe una forza costante che si protrae nel tempo, mantenendosi invariata in modulo, direzione e verso. Si parlera invece di forza
impulsiva se questa agira per un intervallo di tempo trascurabile, producendo tuttavia una certa velocita nel corpo stesso. Si veda,
per esempio, il nostro testo [27].



di spingere il mobile, esso seguirebbe a muoversi equabilmente il resto del tempo, colla velocita ricevuta, quando
non gli fosse diminuita, o affatto estinta da causa veruna®; ma durando la forza motrice” a spingere il mobile,
bisognera, che nella seguente particella di tempo BC, oltre la velocita C' M, eguale a BG, mantenutasi nel mobile,
gli s’imprima un altro grado di velocita M H, eguale al primo BG, e pero nel fine del tempo AC doppio di AB,
avra il mobile la velocita CH doppia della prima BG. Similmente se cessasse la forza motrice dopo il tempo
AC' di spingere il mobile, seguirebbe a muoversi equabilmente con essa velocita C'H, ma seguitando essa forza
a premerlo come prima, nel fine della terza particella di tempo C'D alla velocita DN, mantenuta eguale a CH
gli si aggiungera laltro grado di velocita NI, eguale al primo BG; onde nel fine del tempo AD, triplo di AB,
avera il mobile la velocita DI tripla della prima BG, e cosi di mano in mano seguitando la forza a spingere il
mobile uniformemente, gli accrescera la velocita nella stessa proporzione, in cui si aumenta il tempo del moto, di
manieraché quante volte sara molteplice il tempo AP, della prima particola AB, altrettanto sara molteplice la
velocita PZ, acquistata nel fine del tempo AP, della prima velocita BG, acquistata nel primo tempo AB. Il che
ec.
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Commento. Si tratta di una PROPOSIZIONE molto chiara e semplice. Visto che per il momento ci
concentreremo solo su moti unidimensionali, detta s la coordinata spaziale che caratterizza la posizione del nostro
mobile rispetto ad un certo sistema di riferimento fissato sull’asse stesso sul quale avviene il moto, indicheremo
con s(t) la sua posizione al generico istante t, e quindi con v(t) = 5(t) e a(t) = 0(t) = §(t), rispettivamente, la
sua velocita e la sua accelerazione, con la consueta notazione di Newton per indicare con un punto la derivata
rispetto al tempo. In quanto segue, per semplicita, come fatto dai nostri due Autori® porremo per il corpo in
moto una massa unitaria (m = 1), cosicché esprimeremo la “Seconda Legge di Newton”, come F = a = . Nelle
ipotesi avanzate nella presente PROPOSIZIONE, il mobile e supposto in quiete (v = 0) all’istante iniziale ¢ = 0,
e soggetto ad una forza F =costante, per cui, avremo che:

dv
@:EZF = v(t):/thth—l—C, (1)
dove C & un’opportuna costante di integrazione, ottenibile dalle condizioni iniziali. Nel presente caso, essendo
nulla la velocita all’istante iniziale ¢t = 0, troviamo banalmente che C' = 0, per cui si ottiene in definitiva ['usuale
legge che esprime la diretta proporzionalita della velocita col tempo: v(t) = F't, rappresentata dalla retta obliqua

6Cio in conseguenza del “Principio d’Inerzia”, secondo il quale, un corpo non modifica il suo stato di moto (o di quiete) fintantoché
non intervengono forze esterne che agiscono su di esso.

7Che, come si & detto si suppone essere costante nel tempo.

8Sia il Grandi nel presente §2, che il Rollo nel prossimo §3.



AZ in figura. Prima di concludere questo primo semplice esempio, ricordiamo che in generale lo spazio percorso
¢ dato dall’integrale rispetto al tempo della velocita v(t), e quindi & sempre uguale all’area racchiusa dalla figura
che rappresenta il moto nel piano (¢, v). Nel caso qui esaminato & percid uguale all’area del triangolo rettangolo
APZ, ovvero As = AP-PZ/2=tpvp/2 =1tp(Ftp)/2=1atp>.

Prima di passare ai Corollari che il Grandi propone per la presente Proposizione, vogliamo fare alcune consi-
derazioni di chiarimento e approfondimento. Utilizzando ancora la Fig. 96, possiamo aggiungere che, essendo
Paccelerazione a uguale alla forza F (essendo m = 1), per il momento assunta costante, e diviso il tempo

tp = AP in n piccoli intervalli AB=BC =CD =DF =---=FP  tuttiugualia 7 = tp/n = AP/n, potremo
scrivere che gli istanti in cui si € diviso il moto sono dati da tg =t4 =0, t1 = AB=tg =171, to = AC =tc =
tiv+7=27, ..., t3=AD=tp=to+7=37, ..., tp =tp_1+7=k7, ..., t, = AP =tp = n7. Dalla stessa

definizione di accelerazione, otterremo quindi per le velocita acquisite in questi istanti le seguenti espressioni:

n=BG=Fr1, w=CH=uv+F1t=2F71,..., w=v1+Fr=kF71,..., v,=vp=PZ=nF1=Ftp,
(2)

ovvero, concordemente col contenuto stesso della PROPOSIZIONE, detta v; = AB = F'7 la velocita acquisita
nel primo intervallo di tempo 7 = AB = AP/n, vediamo che:

v = kv, (Vk=1,2,...,n). (3)

Come abbiamo gia avuto modo di ricordare, lo spazio percorso nel primo intervallo di tempo AB = 7 & dato
dall’area del triangolo rettangolo ABG:

AB-BG 1 1

51:Area[ABG}:TzéTm:iFTz, ()

quello percorso nel secondo intervallo di tempo BC' & percio uguale all’area del trapezio BGHC"

H+ BG)B 2F F
(CHBGOBC _ Lt o)7  CETIEIT 35—y, (5)

S = Area|[BGHC| =

allo stesso modo, lo spazio percorso nel terzo intervallo di tempo C'D sara dato dall’area del trapezio CHID:

DI+CH)CD 3FT +2F 5
S3:Area[CHID]:( +CH) :(US—H}Q)T:( s T)TZ*FT2E5SM (6)
2 2 2 2
e cosl di seguito:
2k —1
Sk:7( 2 )FT2:(2]€—1)51, (vk:1727"'7n)7 (7)
fino ad arrivare a quello percorso nell’ultimo intervallo di tempo:
2n—1
Sn:%FTQZ(Qn—l)Sl. (8)

Prima di tutto ritroviamo il noto risultato di Galileo [26], secondo il quale in ogni moto uniformemente accelerato
con partenza dallo stato di quiete, gli spazi percorsi in successivi intervalli di tempo uguali, sono in rapporto



con lo spazio Sy (= F72/2) percorso nel primo di questi, come i numeri dispari. Inoltre, passando al calcolo

dello

spazio totale percorso nell’intero intervallo di tempo AP = n 7, ritroviamo la consueta formula del moto

uniformemente accelerato:

n n 2 n n
Siot = S =51 Z(Qk:—l):FTT 2y k- 1=
k=1

k=1 k=1 k=1

Fr2 (_n(n+1) Fr2 , 1 _(t\* , 1,
= 2 — = — :7F _— :7Ft ..d.
2 { 2 " =) it laed)

A questo punto torniamo al testo, con i seguenti due Corollari nella versione originale ([16], pag. 63):

2.1.1

1.

COROLLARI

I corpi gravi discendono con moto uniformemente accelerato nella suddetta maniera, supponendosi spinti
da una forza di gravita costante, la quale sebbene si crede da molti® non mantenersi eguale in qualunque
distanza dal centro della Terra, anzi variarsi in ragione reciproca de’quadrati delle distanze, tuttavolta
essendo la superficie del globo terrestre distante dal loro centro per piti di 360 miglia'®, quando si considera
la discesa di un grave per 'altezza di 100 braccia, o ancora d’un miglio, non diventa sensibilmente minore
la distanza del mobile da esso centro, e pero non deve considerarsi la forza della gravita fatta diseguale, ma
deve attendersi come forza costante; ed esponendo il tempo del moto per qualsivoglia retta AP, applicando
ad essa un triangolo APZ (come in Fig. 96), le velocita acquistate in varie parti de’ tempi AD, AF, AP,
saranno come le ordinate DI, FL, PZ di esso triangolo'!.

Quando fossero due forze G, F applicate a diversi mobili (come accade ne’gravi eguali, cadenti per varj
piani inclinati, in cui avendo momenti diversi, spinti sono con diversa forza) le quali uniformemente gli
spingano per i tempi AB, DS (Fig. 97) le velocita BC, SV, impresse nel fine di detti tempi, saranno in
ragione composta di quella delle forze, e di quella de’tempi, perché fatti i triangoli ABC, DSV, e presa
DE eguale ad AB, ed ordinata FH, sara la velocita BC alla FH, come la forza G alla forza F, perché
essendo gli effetti proporzionali alle loro cagioni, esse velocita risultanti da tali forze in tempi eguali AB,
DFE saranno proporzionali a dette forze, ma la velocita HE alla SV, é poi come il tempo DS, dunque la
ragione della velocita C B alla velocita V S, essendo composta di CB ad HE, edi HE ad V S, sara composta
della ragione delle forze, e di quella de’tempi.

9A oltre cinquanta anni dalla pubblicazione dei “Principia” di Newton, evidentemente, la sua legge della Gravitazione Universale,
secondo la quale la forza di attrazione tra due corpi massivi ha una intensitd che & inversamente proporzionale al quadrato della
distanza dei rispettivi centri di massa, era per alcuni filosofi ancora fonte di dubbi e discussioni accademiche.

108Sia, nell’edizione del 1750 da noi utilizzata che nella Prima del 1739, Grandi utilizza questo dato per il raggio terrestre, ovvero
sole 360 Miglia; per riprodurre quindi il corretto valore di circa 6370 km occorrerebbe percio che il Miglio utilizzato dall’Autore
corrispondesse a circa 17,7 km !

M Come si & provato nel nostro “Commento” precedente.
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3. Pero se le forze saranno reciproche de’tempi, cio¢ G ad F, come il tempo DI al tempo AB, le velocita CB,
I K, quindi provenienti, saranno eguali, perché CB ad HE, stando come G ad F, cioé¢ come DI ad AB,
ovvero a DE eguale ad AB, sta come IK ad HE, e pero CB eguaglia I K.

Commento.  Tutti e tre questi Corollari non necessitano alcuna spiegazione, essendo conseguenze dirette di
quanto espresso nell’eq.(1).

2.2 PROPOSIZIONE XXV.

Rappresentandosi i tempi di due moti dalle rette AT, IH (Fig. 98), cui siano applicate da una banda le rette
AF, EF, TF, elerette IG, MG, HG esprimenti le forze, che in tali tempi spingono il mobile, quando ancora
fossero varie'?, e dall’altra banda le rette BV, EV, TV, e le rette RC, MC, HC rappresentanti le velocitd in
que’tempi acquistate da esso mobile (le quali figure AFFT, IGGH si diranno piani delle forze'®, e le altre due
AVVT, ICCH piani delle velocita)'* sara la velocita TV alla velocita HC, come il piano delle forze AF, FT
al piano delle delle forze'® IG, GH.

12E quindi non pilt necessariamente costanti nel tempo, come supposto nella Proposizione precedente.

13Rappresentati dalle “linee curve” GGGG e FFFF.

1 Come vedremo nella PROPOSIZIONE XXXII, le analoghe rette (ordinate) costruite nel piano in cui verticalmente sono riportati
gli spazi, anziché i tempi come nel presente caso, saranno dette “scale delle forze” e “scale delle velocita”.

151,’autore sarebbe stato pitlt preciso dicendo che “la velocita TV raggiunta dal primo mobile al termine dell’intervallo di tempo AT,
sta alla velocita HC raggiunta dal secondo nel tempo IH, come ’area racchiusa dal contorno AFFT A, che noi diremo Area[AFFT],
sta a quella racchiusa entro IGGHI, ovvero I’Area[[GGH]”, aree che naturalmente corrispondono agli integrali (rispetto al tempo)
delle rispettive curve G ed F' che rappresentano le forze (qui coincidenti con le accelerazioni, avendo posto m = 1).
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Commento. Questa Proposizione ¢ una diretta conseguenza del ben noto'® “Teorema dell’Impulso” o della
“Quantita di Moto”, che qui brevemente ricordiamo. Detta F' la forza risultante (eventualmente anche variabile)
agente sul mobile di massa m, dalla Seconda Legge di Newton F = ma = m % , troviamo che I'Impulso dI
da essa compiuto durante 'intervallo di tempo infinitesimo dt e dato da: dI = Fdt = m% dt = mdv; per
cui, sommando (ciog, integrando) sull’intero intervallo di tempo, otteniamo il suddetto “Teorema dell’Impulso,
secondo il quale I'Impulso totale agente su un sistema e sempre uguale alla variazione della sua “Quantita di
Moto”, definita come prodotto della massa per la velocita: Q = mwv. Applicandolo direttamente al caso della

forza F' agente nell’intervallo di tempo AT, otteniamo:

T vr
Ip[A, T]:/A F(t)dt :Area[AFFT]:m/ dv =m(vy —va) =moupr =m(TV), (10)

avendo ipotizzato una velocita nulla all’istante iniziale, v4 = 0.

Analogamente, integrando rispetto al tempo la forza G si ottiene la velocita HC"

H VH
Ig[l, H]:/ G(t)dt :Area[IGGH]:m/ dv =m(vyg —vr) = mog =m (HC). (11)
I vr
Facendone il rapporto verifichiamo cosi la Tesi della presente PROPOSIZIONE:

TV _ Area[AFFT)

HC ~ Area]IGGH]’ (aed.) 12

16Per una presentazione pit attuale della “Meccanica classica” Newtoniana, & sufficiente un qualsiasi testo moderno di Fisica, per
esempio, anche il nostro testo [27].



2.3 PROPOSIZIONE XXVI.

Gli spazi TS, HL fatti ne’tempi AT, TH, sono proporzionali a’ piani delle loro velocita AVT, ICH.

A iJf ‘
1

N R
1

SETE)

Commento. Come ¢ ben noto, dalla stessa definizione di velocita, v = §, segue che lo spazio percorso
durante il moto € sempre uguale all’area racchiusa dal grafico che esprime la velocita in funzione del tempo t.
Facendo riferimento ai due grafici riportati in Fig. 99, vediamo quindi che lo spazio percorso nel primo caso,
rappresentato attraverso il segmento T'S, & dato dall’area racchusa dalla regione AVVT, mentre quello percorso

nel secondo caso, corrispondente al segmento H L, € uguale all’area racchiusa dalla regione ICCH, come espresso
nella Proposizione.

Vediamone i Corollari, nell’originale versione data dal Grandi:

2.3.1 COROLLARI

1. Quindi se con I'ultimo grado della velocita TV nello stesso tempo AT, si fara lo spazio G, sara TS, a G,
come AV'T al rettangolo circoscritto ATV M, le cui ordinate DM, EN eguali a TV, fanno il piano della
velocita costante esercitata nel moto equabile.

Commento. Corollario immediato. Lo spazio percorso nell’ipotesi di moto con la velocita costante TV
acquisita alla fine dell’intervallo di tempo AT, essendo proprio uguale al prodotto di queste quantita, e
equivalente all’area del rettangolo ATV M, mentre, come abbiamo visto, lo spazio T'S percorso nello stesso



tempo AT con la velovita variabile data dalla curva AVV'V e I'area racchiusa dal contorno AVVT. Da cio
segue il suddetto Corollario.

. Ne’ moti de’ gravi cadenti appresso la superficie terrestre, essendo il piano delle velocita un triangolo, di cui
é doppio il rettangolo circoscritto, sara lo spazio del moto equabile, colla velocita acquistata nella fine del
tempo, fatto in tempo eguale, doppio dello spazio scorso nella caduta.

Commento. Abbiamo gia visto in precedenza che, nell’ipotesi di una forza costante, il piano delle
velocita € un triangolo rettangolo, come mostrato in Fig. 96. Pertanto ¢ ovvio che, se il moto avvenisse
invece con una velocita costante uguale a quella finale rappresentata in tale figura da PZ, lo spazio percorso
corrisponderebbe all’area del rettangolo costruito sui lati AT e PZ, evidentemente doppia di quella del
triangolo APZ, come affermato nel Corollario.

. Gli spazi fatti col moto accelerato da un grave cadente, saranno come i quadrati de’ tempi scorsi, perché lo
spazio fatto nel tempo AD (Fig. 100) allo spazio fatto nel tempo AT, é come il triangolo ADV al triangolo
ATV, che sono i piani delle velocita acquistate dal mobile in detti tempi cadente: onde essendo tali triangoli
come i quadrati de’ lati omologhi AD, AT, dunque gli spazi fatti in detti tempi, sono come i quadrati de’
tempi medesimi.

D

T 1.

Commento. Per quanto detto, gli spazi Sap e Sar percorsi in caduta libera nei tempi AD e AT
sono uguali, rispettivamente, alle aree dei triangoli ADV e ATV, per cui, trattandosi di triangoli simili,
possiamo scrivere:

Sap AD-DT/2 (AD)2 7 (13)

Sar  AT-TV/2 ~ \ AT

come afferma il Corollario.

. Onde diviso il tempo della caduta in quante si voglia eguali particelle, se nella prima il mobile discende un
braccio, nel fine della seconda avra scorse quattro braccia, nel fine della terza braccia nove, nel fine della
quarta braccia sedici &c. cosi di mano in mano di maniera, che nelle parti eguali di tempo, crescono gli
spazi secondo la serie de’ numeri dispari, perché nel primo tempo avendo fatto uno spazio, nel secondo ne
fa tre altri, nel terzo ne aggiunge cinque, nel quarto sette, e cosi oltre va proseguendo.

Commento. In realta, abbiamo gia ampiamente dimostrato quanto affermato in questo Corollario,
commentando la PROPOSIZIONE XXIV.

10



2.4 PROPOSIZIONE XXVII

Se da i mobili A, B col moto accelerato, si fanno dalla quiete gli spazj AC, BC ambidue perpendicolari, o
ambidue nel medesimo piano inclinato, posta C D media proporzionale fra gli due spazi scorsi, sard il tempo dello
spazio AC a quello dello spazio BC', come AC alla media CD, e come questa media all’estrema BC'.

-F,

Commento. Poiché per ipotesi i due mobili A e B, inizialmente in quiete, sono soggetti ad una medesima
accelerazione a (g = 9.8 m/s? nel caso di caduta libera verticale, o gsina nel caso di discesa lungo un piano

inclinato di un angolo « rispetto al piano orizzontale), i rispettivi spazi percorsi nei tempi t4 e tp, saranno
dati da: AC = S = %ati e BC = S = %at%; facendone il rapporto, e tenendo presente che la “media

proporzionale” di questi spazi & per definizione CD = /5S4 Sp, si ottiene quanto espresso nella PROPOSIZIONE:

AC _Sa_zath _(ta\" _  ta_ [Sa_ Sa _AC_CD (14)
BC_SB_%atQB_ tp tB_ SB_\/SASB_CD_BC.

2.4.1 COROLLARIO

Ancora le velocita acquistate nel fine di tali spazi AC', BC', essendo porporzionali a i tempi (per la Prop: 24)
saranno come la prima AC, alla media CD, o come questa all’estrema BC'.

Commento. Essendo le velocita acquistate dai due mobili date, rispettivamente, da v4 = atyq e vg = atp,
dall’eq.(14) segue direttamente la Tesi del Corollario:

va _ata _ta _AC _CD (15)
B atB_tB_CD_BC.

2.5 PROPOSIZIONE XXVIII

Cominciando nello stesso istante due mobili da due punti diversi A, B a cadere per lo stesso perpendicolo,
o per lo stesso piano inclinato verso I’Orizzonte CG , in cui sequitassero a muoversi colla velocita ottenuta da

11



ciascuno nello nella loro caduta, converranno insieme nel punto E, dove l'orizzontale CE ¢ doppia della DC,
media proporzionale fra gli due spazj della loro discesa AC, BC.

_.'E? (£ c C &z _ F

Commento. Consideriamo il moto del mobile A rappresentato nella parte destra della Fig. 102. Partendo
dallo stato di quiete, dapprima discende con moto uniformemente accelerato lungo il piano inclinato, percorrendo
con accelerazione a = ¢ sin« un primo tratto di spazio AC = % atic nel tempo t4¢ , acquisendo nel contempo
una velocita vac = atac . Successivamente prosegue lungo il piano orizzontale per uno spazio C'E, mantenendo
costante tale velocita, impiegando un secondo intervallo di tempo dato da:

CE CE CE [ a CE

tcp = — =

p— f— = . 16
vac atac a 2AC 24 AC (16)

Sommando i due tempi troviamo quindi:

2AC CE 1 CFE 1 2AC+CE
tag =tac titce = + = 2VAC + )Z ( ) 17
e =taoion = |2 + s = o (2O 2 ) = o= (MU 1

Se imponiamo che il tempo totale sia indipendente dal punto di partenza del mobile, e che quindi sia lo stesso
anche per il mobile B partito dalla quiete da un diverso punto B (naturalmente lungo lo stesso piano inclinato),
otteniamo allora la seguente condizione:

2AC+CE 2BC+CE
VAC vVBC

(18)
ovvero:

CE (\//TC—@):Q(AC@—BC\/E), (19)

12



da cui possiamo ricavare lo spazio orizzontale C'E necessario affinché i due mobili arrivino in E allo stesso istante:

CE =2VACVBC =2CD, (20)

cioe, proprio il doppio della “media proporzionale” tra i due spazi di discesa iniziali AC' e BC, come volevasi
dimostrare. Naturalmente, essendo questo risultato indipendente dall’inclinazione « del piano inclinato, restera
ancora valido nel caso rappresentato nella parte sinistra della Fig. 102, in cui nella prima parte del moto i due
corpi discendono verticalmente in caduta libera, rispettivamente, di un tratto AC e BC.

2.5.1 COROLLARIO

Nel cerchio BHC' tirato il diametro verticale BC, e la tangente del vertice BA, indi condotta una retta Al
parallela al diametro BC, e da’ punti H, I, in cui sega I’arco ordinate le rette HDF', I EG, che saranno eguali al
doppio di AB, perché il diametro le taglia per mezzo, e sono le parti HD, IE, eguali ad AB, dico che il mobile
A cadendo per AH, e colla sua velocita acquistata proseguendo equabilmente il moto per HF', ovvero cadendo
da A in I, e colla velocita ivi conceputa movendosi equabilmente per IG, si faranno nello stesso tempo, tanto
gli due spazj, AH, HF, quanto gli due Al, IG, essendo le dette orizzontali doppie di AB, la quale & la media
proporzionale tra gli due spazj AH, Al, per essere il quadrato della tangente AB eguale al rettangolo HIA.

Fc@-iaj .
4 B 3

AN

D

Ry

7
8 c

Commento. Consideriamo dapprima il moto lungo il percorso spezzato costituito dai segmenti AH, percorso in
caduta libera con accelerazione g dallo stato di quiete in A, durante un tempo ¢ 4p, e HF, percorso uniformemente
con la velocitd (vyg = gtap ) acquisita dal mobile in H durante la caduta da A ad H. Dalle leggi dei due moti,
secondo le quali:

1
AH:igtzzAHv HFZQAB:thHF:gtAHtHF, (21)
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possiamo esprimere il tempo totale trascorso durante 'intero percorso AHF, come:

2AB t2., +2AB
tagr =tag +tgr =tag + = 9%aH . (22)
gtam gtam

Allo stesso modo, quindi, per il tempo relativo all'intero percorso del secondo mobile, lungo il tragitto spezzato
AIG (costituito dai due segmenti AI e IG), otteniamo:

t3, +2AB
targ =tar +itig = A7 iy (23)
gtar

Per dimostrare che le eq.(22) e (23) danno lo stesso risultato, e quindi che tagpr = tasc , seguiremo un approccio

geometrico. Detto O il centro (non mostrato nella Fig. 103) del cerchio BHC, detto r = BC/2 il suo raggio, e
definito o I'angolo BOH, vediamo facilmente che valgono le seguenti relazioni:

AH =r (1l —cosa), Al =2r —AH =7r(1+cosa), AB =rsina. (24)

Utilizzando quindi le eq.(21) e (24) nell’eq.(22), otteniamo:

1 —cosa

2 AH+AB 2 r(1—cosa)+rsina 2r 1—cosa+sina
bap = = /2 =2 Loowatsna, (25)
g VT (l—cosa) g V1 —cosa
quadrando:
4r 1 —cosa+sina —sina cosa
(tamr)? = 5 ; (26)

e moltiplicando numeratore e denominatore per il fattore (1+ cosc«), dopo qualche semplice passaggio algebrico,
si ottiene infine:

(tamr)? = % (1+sina). (27)

Con lo stesso procedimento, per il tempo ta;c del secondo mobile relativo al percorso AI, IG, partendo
dall’eq.(23), si trovano i seguenti risultati:

— /2L Lreosarsmal 28
g V7 (14 cosa) g V1 +cosa (28)

; \/§AI—|—AB 2 r(l4cosa)+rsina 2r 1+cosa+sina
AIG = ([~ =4/

da cui, quadrando di nuovo e moltiplicando numeratore e denominatore per il fattore (1 — cosa), troviamo in
effetti lo stesso risultato dato nell’eq.(27), confermando quanto detto nel Corollario, ovvero che tagr = tarc -
Ci sarebbe un secondo Corollario per questa Proposizione, ma non lo abbiamo ritenuto rilevante per la nostra
presentazione.
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2.6 PROPOSIZIONE XXIX

Benché suppongasi dal Galileo, e dal Torricelli, che il mobile caduto su l'orizzonte, possa muoversi in esso colla
velocita acquistata nel fine della caduta: cio non deve ordinariamente succedere, ma il mobile, o si riflettera dal
piano, o si fermerd in esso, cadendovi per la perpendicolare AB, oppure discendendo per un piano inclinato AC,
vi prosequira equabilmente il moto con una velocita minore di quella ottenuta nel fine della discesa, a cui stara
in proporzione della BC alla C'A.

B E

Commento. Quanto dichiarato nella presente Proposizione € conseguenza dell’ipotesi di un urto completa-
mente anelastico del corpo col piano orizzontale, urto nel quale viene completamente distrutta la componente
della Quantita di Moto perpendicolare a tale piano, mentre resta invariata la componente parallela. Facendo
percio riferimento alla Fig. 104, vediamo che, detta AC la Quantita di Moto (oppure la velocita) iniziale prima
dell’urto, quella che sopravvive all’'urto e solo la sua componente orizzontale BC, con la quale procedera lungo
il piano orizzontale C'E, e tale componente € chiaramente in rapporto a quella iniziale come il seno dell’angolo
W, uguale al rapporto BC/AC.

Non presentiamo i quattro Corollari di questa Proposizione perché simili ai precedenti, o perché non sufficiente-
mente rilevanti.

2.7 PROPOSIZIONE XXX

Il tempo della caduta nel perpendicolo AB sta al tempo per linclinato piano equalmente alto AD, come AB ad
AD.

15



Commento. Come sappiamo, la caduta libera lungo la verticale AB, caratterizzata da un’accelerazione pari

a g, avviene in un tempo:
[2AB

D’altra parte, la discesa (ancora dallo stato di quiete in A) lungo il piano inclinato AD, essendo caratterizzata da
un’accelerazione ridotta a = g sinaw = g (AB/AD) (in conseguenza della componente parallela al piano inclinato
della forza peso, uguale a m g sin «v ), avverra in un intervallo di tempo dato da:

2AD 2AD [ 2
tap = = =AD,/——
AD \/ a AB gAB’ (30)

94D

per cui si ottiene, dal rapporto delle eq.(29) e (30), quanto affermato nel Corollario:

tap _ VAB _AB
tAD ~ AD  AD-
VvV AB

2.7.1 COROLLARI

1. Se saranno due piani AE, AD diversamente inclinati all’orizzonte, di eguale altezza, saranno i tempi per
la caduta di essi proporzionali a’ medesimi piani, perché il tempo per AD essendo a quello per AB, come
la stessa AD alla AB, e questo tempo per AB essendo al tempo per AE, come AB ad AF; dunque per
Pegual proporzione il tempo per AD a quello per AE sta come AD ad AFE.

Commento. Utilizzando 1’eq.(30) per entrambi i piani inclinati AD e AE di Fig. 109, si dimostra
direttamente 'enunciato del Corollario:
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24D _2AD 2AD 2
A5 AD .| ——
tap  \ aa gsinoap  \94p gAB _AD )

tAE \/QAE 2AE 2AE AE 2 AE
we \gsman \92 gAB

2. Perché tutto il tempo per AD sta a tutto quello per AE, come AD ad AF, e tirata la GF orizzontale,
starebbe ancora come AF ad AG, o come il tempo per AF al tempo per AG, ancora il tempo per la residua
FD dopo la caduta AF, stara al tempo della residua GE dopo la caduta AG nella stessa proporzione di
AD ad AE, overo di FD a GE.

Commento. Quanto qui enunciato ci pare evidente da quanto detto in precedenza.

3. Avendo supposto il tempo per AD, nella costruzione'”, eguale al tempo per la perpendicolare AC, congiunta
DC sara il triangolo CAD simile all’altro BAD, avendo intorno allo stesso angolo A i lati CA, AD ed
AD, AB proporzionali; perd I'angolo ADC' sara eguale al retto ABD, ed il semicircolo descritto sopra il
diametro AC dovra passare pel punto D ; onde i tempi per tutte le corde inscritte nel semicircolo dal punto
sublime A come AD, AFE sono eguali al tempo per lo diametro AC, essendo ancora AC ad AE come AE
alla sua perpendicolare AF', ed ancora le corde CE, CD saranno eguali all’'opposte GA, AH, ed egualmente
inclinate, e pero in egual tempo con esse dovrebbero scorrersi.

trpa10-A
f-'f r'.’__. - —

Commento.  Vogliamo qui analizzare le proposizioni e le conseguenze di questo Corollario in modo un
po’ diverso da quello suggerito nel testo dal Grandi.

Consideriamo la caduta libera di un grave lungo uno spazio verticale AC', e chiediamoci quanto spazio AD
percorrerebbe nello stesso tempo un secondo grave costretto a discendere lungo un piano inclinato di un

certo angolo § = BDA rispetto al piano orizzontale (parallelo a DB). Poiché, come gia detto pilt volte, la
discesa sul piano inclinato avviene con un’accelerazione ridotta pari a g sind , ed essendo il tempo di caduta

17Si fa qui riferimento alla Fig. 110.
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libera lungo la verticale AC pari a tac = 4/ % , in questo stesso tempo lo spazio percorso lungo il piano

inclinato sara uguale a:

1 1 2 A
iaADticzigsimS TczAC sind = AD; (33)

questo significa che AD ¢ il cateto opposto all’angolo § = BDA = ACD del triangolo rettangolo AC'D, e
di conseguenza & anche una corda del semicerchio ADEC avente uno degli estremi nel punto piu alto A (che
il Grandi chiama “Punto Sublime”). Detto diversamente, questo significa che i tempi di discesa lungo una
qualsiasi delle corde AD, AFE, AG, AH, &c., sono tutti identici tra loro, ed uguali al tempo di caduta
verticale lungo il diametro AC. E interessante notare come da cid segua che questo stesso tempo sia anche
lo stesso per la discesa lungo una qualsiasi delle corde DC, EC, GC, HC &c.. Infatti, considerando per
esempio la corda DC, vediamo che il tempo necessatio per la discesa € uguale a:

. [zpc _ [2pc _ [2DC _ [240 1)
PC= N\ apc  \gcoss DC g A<
97Ac

. Gli gradi di velocita acquistati dalla stessa altezza in D, e in B sono eguali, perché essendo gli spazi AD,
AB proporzionali a’ tempi, con cui sono scorsi acceleratamente, e con cui potrebbero passarsi equabilmente
i doppi di essi con le ultime velocita, bisogna che tali velocita siano eguali.

Commento. L’enunciato ¢ evidente per quanto si ¢ detto in precedenza. L’unica nota di Commento,
per gli studenti, ¢ che quanto affermato in questo Corollario pud considerarsi anche come una diretta
conseguenza della “Legge di Conservazione dell’Energia Meccanica”: poiché si parte da uno stato di quiete,
Penergia iniziale in A & solo potenziale, e pari a F4 = Us = mgAB (avendo scelto come riferimento delle
altezze proprio i punti B e D); tale valore deve percid aversi, in virtl della Legge di Conservazione, anche in
B (nel caso di caduta libera verticalmente) o in D (nel caso di discesa lungo il piano inclinato), dove ’energia
¢ quindi solo cinetica (essendo Ug = Up = 0). Ne concludiamo quindi che anche le velocita acquisite in

questi punti devono essere le stesse, ed uguali a vg = vp = /29 AB, come espresso nel Corollario.

. Se dall’istesso parete verticale DF' s’inclinano varj piani allo stesso punto A del pavimento orizzontale AF,
quello per cui possa un grave scorrere in minor tempo d’altro, sara il piano BA inclinato ad angoli semiretti
col muro, e col pavimento, perché tirata I'orizzontale BC', e la verticale AC, saranno queste eguali, facendo
Pangolo semiretto, I'una, e I'altra col piano BA; dunque il cerchio descritto col raggio C'A passa per B, ove
sara toccato dal muro, onde inclinato qualunque altro piano AD seghera la circonferenza in FE, e pero il
tempo per DA essendo maggiore di quello per la corda EA, il qual tempo ¢ il medesimo colla corda BA, ne
segue, che il piano BA si scorre in minor tempo di qualunque altro.
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Commento. Invece di seguire le argomentazioni dell’Autore per provare il presente Corollario, vogliamo
qui proporre agli studenti un classico problema di minimo. Ci chiediamo: fissata la distanza F'A dalla
parete verticale F'D del punto di arrivo A sul pavimento orizzontale, quanto deve essere 'inclinazione del
piano inclinato, per la quale un grave lasciato discendere lungo di esso, partendo dal corrispondente punto
P sulla parete F'D, impieghera il minor tempo possibile 7

Come sappiamo, lo spazio PA lungo il piano inclinato viene percorso con moto uniformemente accelerato
con apy = g sinap, ed il corrispondente tempo di discesa & dato, in funzione dell’angolo di inclinazione

ap, da:
P 2PA 2 FA 5 FA 1 (35)
AP = gsinap |\ gsinap cosap g +/sin2ap

Il tempo minimo (in generale, di estremo) deve corrispondere al tempo per il quale la derivata di questa
funzione rispetto all’angolo ap € nulla. Troviamo cosi la seguente condizione:

thpii LA 2 cos2ap ~0 (36)
dap g \/sin3204p ’

da cui si ottiene il risultato cercato:

cos2ap=0 =  2ap= g = ap= (q.e.d.). (37)

. Ma essendo un punto A fuori del piano DF inclinato all’orizzonte (Fig. 112), condotta in esso la perpendi-
colare AF, e la verticale AD, se si dividera I'angolo F AD per mezzo colla retta AB, sara il tempo per AB,
o per BA, piu breve del tempo per qualsivoglia altro inclinato dal medesimo punto A, allo stesso piano F'D,
perché tirata BC parallela ad AF, e perd perpendicolare anch’essa al piano F' D, sara I'angolo C AB eguale
all’angolo C BA, che pareggia 'alterno BAF' ; onde il cerchio descritto col centro C' per A, passera per B,
ed ivi tocchera il piano DF ; onde qualunque altro piano condotto dal punto A sopra F'D dovra passarsi
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in maggior tempo che il piano AB, perché seghera l’arco, e sara maggiore della corda intercetta da esso

semicerchio.
4 M XTI

Commento. Si tratta di una diretta conseguenza di quanto spiegato in precedenza, per cui tralasciamo
qualsiasi Commento.

2.8 PROPOSIZIONE XXXI

Se la forza F muove nel tempo CD, il mobile B, e in equal tempo H L il mobile A, con moto accelerato, la velocita
DG impressa al primo, alla velocita LM impressa nel secondo, starda reciprocamente come la quantita di materia,
che é nel mobile A a quella, che é raccolta nel mobile B.

s
7 g
F

E//IN
G —L

20



Commento. Proposizione che non & che una conseguenza diretta del “Teorema dell’Impulso” o della “Quantita
di Moto”, che abbiamo gia incontrato in precedenza, commentando la PROPOSIZIONE XXV. Poiché si suppone
che su entrambi i mobili A e B agisca per un medesimo tempo ¢t = CD = HL la stessa forza F (costante),
questo significa che entrambi riceveranno lo stesso “Impulso”, I = F't, acquisendo cosi una medesima Quantita
di Moto:

UB GD ma
I=Ft =AQ = = = MAVA = MpU = —_— == .e.d. 38
Q=Qa=0UsB AVA BUB oa = ML mp (qed.) (38)
Il Grandi riporta ben cinque Corollari per questa PROPOSIZIONE. Poiché a nostro avviso non ci sono sembrati
sufficientemente interessanti, né da un punto di vista storico, né da quello didattico, li abbiamo tralasciati.

2.9 PROPOSIZIONE XXXII

Allo spazio AH del moto accelerato, siano ordinate le rette AF, SG, HP, rappresentanti le forze, che in tali
punti spingono il mobile, e dall’altra banda siano ordinate le rette SC', HV rappresentanti le velocita acquistate
in quelle discese AS, AH : (si dira lo spazio AFPH la scala delle forze, e lo spazio ACVH, la scala delle
velocita)'® tirate le rette CE, VI perpendicolari alla curva ACV saranno le rette subnormali SE, HI, cioé le
intercette nell’asse fra qualunque ordinata, e la perpendicolare alla curva, proporzionali alle forze corrispondenti
SG, HP.
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Commento. Si tratta di una tra le piu interessanti Proposizioni date dal Grandi nel testo che abbiamo deciso
di riproporre in queste Note. Vediamo di darne una versione un po’ pit moderna.

Nelle rappresentazioni dei moti utilizzate nelle Figg. da 96 a 100, I'asse verticale (verso il basso) rappresentava i
tempi, mentre orizzontalmente, da una parte venivano riportate le velocita acquisite istante per istante, e, nella

18Come abbiamo visto nella PROPOSIZIONE XXV, se sull’asse verticale vengono riportati i tempi, anziché gli spazi come in questo
caso, le ordinate (orizzontali) delimitate dalle corrispondenti linee curve, sono dette, rispettivamente, “piani delle forze” e “piani delle
velocita”.
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Fig. 98, dalla parte opposta veniva aggiunta anche la rappresentazione grafica delle forze F(t) agenti ad ogni
istante; queste due linee curve venivano dette (almeno dai fisici del Settecento, Rollo incluso[25]), rispettivamente,
“piani delle velocita” e “piani delle forze”. Come gia abbiamo avuto modo di spiegare, I’area compresa tra ’asse
verticale dei tempi e la curva delle forze, & uguale all’ “Impulso” fornito dalla forza, che & uguale alla variazione
della Quantita di moto, che permette quindi di tracciare la curva delle velocita dalla parte opposta (si veda la
Fig. 98 come esempio). Adesso, invece, il generico moto viene rappresentato in un piano in cui sull’asse verticale
verso il basso vengono riportate le posizioni spaziali occupate dal mobile durante il moto, mentre sulle ordinate
(orizzontali) sono ancora tracciate le curve che danno 'andamento delle forze e delle velocita, questa volta, pero,
in funzione dello spazio, anziché del tempo. Dobbiamo leggere questi grafici in entrambe le direzioni. Si intende
dire che, data la “scala delle forze” (cioé la funzione F'(s)), dobbiamo riprodurre la “scala delle velocita” (ciog,
la curva che esprime le velocita v(s) acquisite dal corpo nel suo spostamento s = AS). Chiamiamo questo
“Problema Diretto”. Con un linguaggio piu attuale, la soluzione consiste nell’applicazione del noto “Teorema
delle Forze Vive”, secondo il quale il Lavoro (totale) £ compiuto dalle Forze esterne, identificabile qui proprio
con I’Area racchiusa dalla “Scala delle Forze”, ¢ uguale alla variazione della sua “Energia Cinetica” definita come
T = % mv? (essendo m la massa del mobile e v la sua velocita). Supponendo, come sempre in queste Note, che il
corpo parta da uno stato di quiete (nella posizione iniziale A in cui si pone nulla la coordinata spaziale: s = 0),
il Teorema ci permette di ottenere formalmente ’espressione della velocita nel generico punto S come segue:

L(A—S) = /OS F(z)dx = Area]AFGS| = %mv(s)2 = v(s) = SC = \/Z H/Os F(z)dz. (39)

Nell’esempio di Fig. 114, si mostra, per esempio, come dalla curva di destra FGP che esprime la forza F(s)
in funzione della posizione s = AS', attraverso il calcolo dell’Area racchiusa da AFGS, si possa giungere, con
l’eq.(39), a tracciare la scala delle velocita a sinistra, cioé la curva ANCMV.

Il cosiddetto “Problema Inverso” consiste invece nel poter risalire alla scala delle forze, cioe alla curva FGP che
esprime la funzione F(s), a partire dalla scala delle velocita, cioe dalla curva a sinistra, v(s). Questo, a mio
parere, sara il risultasto pill interessante associato a questa Proposizione.

Facendo ancora riferimento alla Fig. 114, consideriamo il generico punto dello spazio S (associato alla coordinata
spaziale s), in corrispondenza del quale la velocita & SC = v(s). L’equazione della retta tangente alla scala delle
velocita ANCYV in tale punto ¢ data da:

_dv

=2 (x—3), (40)

v—0(s)

S

per cui la retta ad essa perpendicolare passante per il punto C, ma scritta come spazio in funzione della velocita,
avendo coefficiente angolare uguale all’opposto di quello della suddetta retta tangente, avra equazione:

s—s=— 2 (@) - o)) (41)

ds|g

Questa retta intersechera ’asse verticale degli spazi in un punto F di coordinata = (vedi Fig. 114), in corrispon-
denza del quale v = 0; troviamo cosi:

dv
_s=SE= 2
T — s 7

ds

_dv ds
g dt

dv
v(s) = = =

g dt

(42)

|
)
~
»
&
|

s s m

in altre parole, si € provato che l'intersezione E della retta perpendicolare alla tangente alla scala delle velocita
con l'asse degli spazi, permette di ottenere cid che I’Autore (giustamente) definisce la retta “subnormale” SE,
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identificabile proprio con l’accelerazione, ovvero con la forza per unita di massa f(s) = F(s)/m, in tale punto;
graficamente, riportando le subnormali SE, HI, &c. a destra, attraverso i quadrati ESG, I HP, &c., & possibile
ricostruire la “scala delle forze”, ovvero la curva F'GP, che era il nostro obiettivo.

2.9.1 COROLLARI

1. Dunque per rappresentare le forze, si possono applicare'® allo spazio ASH in ciascuno dei punti SH le rette
SG, HP, eguali rispettivamente alle subnormali SE, HI, che loro corrispondono nella scala delle velocita
ACVH.

Commento. Abbiamo gia spiegato e provato quanto affermato nel presente Corollario, commentando la
stessa Proposizione.

2. GIi spazi della scala delle forze AFGS, AFPH, sono come i quadrati delle velocita corrispondenti SC,
HV, essendo stato dimostrato nel Coroll. 6. Prop. I della seconda Appendice delle nostre quadrature®®,
che lo spazio FASG composto delle subnormali, eguaglia la meta del quadrato dell’ordinata SC, siccome
lo spazio AF PH eguaglia la meta del quadrato dell’ordinata corrispondente HV .

Commento. Il corollario non fa che esprimere lo stesso “Teorema delle Forze Vive”, che qui, per

completezza riproponiamo?:

Detta F' la forza risultante (eventualmente anche variabile) agente sul nostro mobile di massa m, dalla
Seconda Legge di Newton, FF'=ma=m % , troviamo che il “lavoro” da essa compiuto durante un certo
spostamento ds si puo esprimere come: dL = F'ds =m % ds =m Cé—“t’ v(t)dt = mvdv, da cui, sommando

(cioe, integrando) sull’intero percorso, otteniamo il “Teorema delle Forze Vive:

B VB 1
L(A—>B)=/ Fds :m/ ’Ud’t)zim(’uBQ—’UAZ)EAT, (43)
A vA

dove si ¢ definita 1’Energia Cinetica come T = (1/2)mv?. L’applicazione del Teorema al caso esaminato
nel presente Corollario, in cui le forze F' e G agiscono su due corpi inizialmente in quiete (v4 = vy = 0)
aventi la stessa massa m, ci permette di scrivere:

vr 1 1
Lar = [ Fds = ArealAFFT] :m/ vdv:§mvT2 = imTV2,
va

VH 1 1
Lin=[Gds =Area[IGGH]:m/ vdv=§mvH2 :§mHC'27

da cui segue la Tesi del COROLLARIO.

3. Nel moto accelerato della gravita costante??, essendo gli spazj come i quadrati delle velocita, e pero la scala
delle velocita ACV H essendo una parabola, in cui le ascisse AS, AH sono come i quadrati delle ordinate
SC, HV, le subnormali SE, HI sono sempre eguali alla meta del lato retto, e pero la scala delle forze é
un parallelogrammo AFPH, essendo da per tutto esse forze eguali.

19Ci si riferisce ancora alla Fig. 114.

20Qui I’Autore rimanda ad una sua precedente pubblicazione, nella quale essenzialmente dimostra il “Teorema delle Forze Vive”
partendo dalle Leggi di Newton. Riproporremo questa dimostrazione nel Commento che segue a questo Corollario.

215j veda, per esempio, ancora il nostro testo [27].

22Qui si fa riferimento alla Fig. 115.
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Commento. Nel caso di una forza costante (come la gravita vicino alla superficie terrestre) g (= AF =
SG = HP), il lavoro compiuto durante gli spostamenti AS (da A ad S, ovvero da z =0 ad = = s), o
AH (da A ad H, e quindi da =0 ad x = h) ¢ dato, rispettivamente, dalle aree dei rettangoli AFGS ed
AFPH, racchiusi dalla scala delle forze e lasse spaziale. Il Teorema delle Foirze Vive, eq.(43), ci permette
quindi di calcolare le velocita vg = SC, e vy = HV :

1

LAgz/ gdx = Area[AFGS]|=g-s=AF - AS = U§:§SO2,
0

1
2
(45)
" L, 1 2
Lang :/ gdr = Area[AFPH])=g-h=AF-AH = 3V = §HV ,
0
che ¢ quanto detto nel Corollario. Da questo risultato vediamo che la velocita v e la posizione x soddisfano
l'equazione = = v%/(2g), che corrisponde in effetti ad una parabola col vertice in A e fuoco in Pr(v =
0; x5 = g/2), il cul “semilato retto” p/2, in questo caso, corrisponde al valore dell’ordinata v per x =z :

p g
§=v(x:xf):\/2gxf:,/2g§:g, (46)
ovvero proprio uguale alla forza costante g, come detto nel Corollario.

4. Se le forze AF, SG, HP, fossero proporzionali alle distanze AT, ST, HT, dal centro, o dal termine del
moto T, come da alcuni Autori si crede essere la gravita®®, sara la scala delle forze AFT un triangolo,
e la scala delle velocita un quarto di cerchio ACXT, perché essendo il raggio T'C perpendicolare alla
circonferenza, la stessa T'S é subnormale, e similmente essendo il raggio TV perpendicolare alla medesima
circonferenza, la retta T H é subnormale, e pero sono ST, HT proporzionali alle forze SG, HP.

23Qvviamente, sappiamo che questo non & vero; la forza di gravitd newtoniana & invece inversamente proporzionale al quadrato
della distanza dal centro T'; quella che qui si esamina, tuttavia, & la ben nota Legge di Hooke, relativa alla “Forza Elastica” esercitata
da una molla deformata.

24



H
: T

Commento. Il mobile, inizialmente in quiete nel punto A (ove z = 0), si muove attratto dal punto T' (in
cui z = AT') con una forza direttamente proporzionale alla sua distanza da esso, cosicché nel generico punto
S questa si potra esprimere come F(S) = kST = k (AT — x), essendo k una costante di proporzionalita?*,
ed AS = x. Dal Teorema delle Forze Vive sappiamo che il lavoro compiuto da tale forza durante il generico
spostamento AS ¢ uguale all’energia cinetica acquistata dal mobile in S, pari all’area del triangolo AF'GS;
il calcolo esplicito (ponendo per semplicita sia la massa m che la costante k uguali a 1) ci porta al risultato
cercato:

AS 2 145 2 2
£A5:Area[AFGS]:/ (AT—$)d£C_|:AT‘£C—x2:| :AT-AS—%:AT:%vgzg;
0 0
(47)
ovvero:
SC? 4+ AS? —2AT - AS =0, (48)

che & proprio I'’equazione di una circonferenza di centro T e raggio AT, come mostrato nella Fig. 116.

5. E se le forze fossero in reciproca ragione delle distanze, la scala delle forze sarebbe una Iperbola di Apollonio
FGP fra gli Assintoti AT, TZ, per essere in essa GS a PH, come reciprocamente la distanza HT alla
distanza TS, ed allora la scala delle velocita ACV, sarebbe una Logistica®® del secondo grado, in cui i
quadrati delle ordinate SC, HV, sono come la ragione di AT a CN, alla ragione di AT ad VM, di
manieraché le velocita SC, HV sono in subduplicata ragione de ’Logaritmi delle distanze ST, HT, come
raccogliesi da cid, che ho detto nella proposizione 10 del mio libro degl’infiniti*S.

24Corrispondente alla Costante Elastica nel caso della Legge di Hooke.
25Cioe, una curva logaritmica.
26Qui I’Autore rimanda alla sua opera [13] in cui tratta del Calcolo Differenziale e Integrale e delle sue Applicazioni.
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Commento . In questo caso si suppone che il mobile, ancora inizialmente in quiete in A (x = 0), sia
attratto dal punto T (in cuii # = AT) con una forza inversamente proporzionale alla sua distanza da
esso; per cui, trovandosi nel generico punto S (in cui = AS), il mobile sarebbe attratto con una forza
F(S) =k/ST = k/(AT — z), con k una costante che per semplicita sara di nuovo posta unitaria; questa
funzione ¢ rappresentata dal ramo di iperbole equilatera FGP in Fig. 117, e costituisce pertanto la “scala
delle forze”. Per ottenere la scala delle velocita applicheremo, come nel caso precedente, il Teorema delle
Forze Vive, da cui questa volta otteniamo:

AS
1
Las = Area|AFGS] = / dx = [~ In|AT — x| ]645 =
0

AT —x
(49)
AT — AS AT 1 SC?
=In|———)=In( 2= | =AT = - v% =
n( AT > n<ST> 2"~ 9
da cui troviamo per la velocita del mobile in S la seguente formula:

AT

=4/2In|{ —
SC n <5T> , (50)

dalla quale si evince che la “scala delle velocita”, ovvero la velocita del mobile in funzione della posizione
x, possa essere espressa dalla seguente equazione:

v(w) = Qm(AfiJ, (51)

a cui corrisponde la curva ACV X in figura.

6. Ma se le forze sono reciproche de’ quadrati delle distanze, come vien supposto verisimilmente da molti
Fiilosofi’”, e Mattematici, sarebbe la scala di esse FGP un’Iperbola quadratica®®, essendo G'S a PH come
il quadrato TH, al quadrato T'S; e la scala delle velocita sarebbe la versiera ACV X da me descritta nel
libro delle quadrature®® di manieraché le velocita SC, HV saranno in ragione composta della subduplicata
degli spazi scorsi direttamente AS, AH, e della subduplicata delle distanze reciproche TH, T'S.

27Naturalmente, 1’Autore si riferisce qui alla Teoria della Gravitazione Universale di Newton, evidentemente non ancora
universalmente accettata nel 1739, quando pubblicd la Priima Edizione del suo libro [15].

28C4i si rifedrisce anche qui alla Fig. 117, supponendo che la curva FGP adesso rappresenti una iperbole quadratica (x 1/902 ),
anziche equilatera come nel caso precedente.

29 Ancora un richiamo ad una delle Opere matematiche dell’Autore.
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Commento. In quest’ultimo Corollario della PROPOSIZIONE XXXII, si prende in considerazione il
caso in cui la forza che attrae il mobile verso il centro T sia inversamente proporzionale al quadrato della
sua distanza da tale punto, del tutto simile alla Forza di Gravitazione Universale di Newton. Restando
tutte le altre ipotesi invariate, e facendo ancora riferimento alla Fig. 117, possiamo intanto esprimere

le forze agenti sul mobile nel punto iniziale A, ed in altri due punti qualsiasi S ed H, come date da:
F(A)= AF = 1/AT?, F(S)=S5G =1/ST?, F(H)= PH =1/HT?, da cui segue, per esempio, che:

GS:PH =HT?:ST?. (52)

Per la costruzione della scala delle velocita dobbiamo di nuovo utilizzare il Teorema delle Forze Vive, come
nei casi precedenti. Otteniamo cosi:

AS 1 1 AS
= Area|AFGS] = R _
EAS rea[ GS] /0 (AT — $)2 dx [ :|

_ v o1 _r 1 AS
T AT —AS AT ST AT ST -AT

da cui segue la formula che conferma quanto enunciato nel Corollario:

[ 2AS

2.10 PROPOSIZIONE XXXIII

Se si fara una figura AZLMT reciproca della scala delle velocita ACV'T, sara l'area AZMT a qualsivoglia
sua porzione AZLH, come il tempo impiegato nello scorrere lo spazio AT, al tempo impiegato nello spazio AH
corrispondente all’altra porzione.

.Z';gi_..uc?.

v
e

N E IJ[
Commento. Anche questa Proposizione merita tutta la nostra attenzione. Ci permette di determinare i
tempi impiegati a compiere un certo spostamento AH, nota la “scala delle velocita” ARCNYV , cioé la funzione
che esprime la velocita acquisita dal mobile in funzione dello spostamento effettuato. Vediamo come.

Dalla stessa definizione della velocita come derivata dello spazio rispetto al tempo, vediamo che possiamo esprimere
il tempo impiegato dal mobile per compiere lo spostamento AH come l'integrale della funzione reciproca della
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scala delle velocita, 1/v(z), detta “Scala dei Tempi” rappresentata nella Fig. 118 dalla linea curva ZY LM,
integrale che ¢ quindi uguale alli’area racchiusa dal contorno AZLH :

AH
tam = /O U‘Zi) — Area[AZLH]. (55)

2.10.1 COROLLARI

1. Se la scala delle velocita ¢ una Parabola’® ACVT, come nell’Ipotesi della gravita costante, sara la sua
reciproca AZMT un’Iperbola quadratica, in cui il quadrato MT al quadrato LH, stia come AH ad AT,
essendo questa la ragione del quadrato HC' al quadrato TV nella Parabola: ed é I'area AZMT dupla del
rettangolo AT M, siccome I'area AZ LH & dupla del rettangolo AH L, come dimostrai negli Ugeniani®! (Cap.
8. num. 11), dunque il tempo per AT al tempo per AH, & come il rettangolo MT A al rettangolo LH A,
cioé in ragione composta di MT ad LH, oppure di HC' a TV e di TA ad AH, cioé del quadrato TV al
quadrato HC, le quali due ragioni fanno quella di TV ad HC, e pero in tale Ipotesi la scala de’tempi ¢ la
medesima Parabola, che serve di scala alle velocita.

Commento. Nel terzo Corollario della Proposizione XXXII, §2.9.1, 'applicazione del Teorema delle Forze
Vive al caso di una forza costante ¢, ci ha permesso nelle eqq.(45) di ottenere la “Scala delle Velocita” che
puo essere espressa come: v(H) = HC = /2 gs. Di conseguenza, integrando rispetto allo spazio la “scala
dei tempi”, reciproca di questa velocita e rappresentata nella Fig. 118 dalla curva ZLM, dalla posizione
iniziale A (z =0) a quella generica H (x = AH), si ottengono i tempi del moto:

AH AH
dx 2 2AH
tag = ArealAZLH :/ :[ } =4/ —. 56
S L g o0

D’altra parte, ’area del rettangolo AHL ¢ data da:

1 1 AH 1
Areal]AHL)|= AH -HL=AH - — = AH - —— = | — = — ArealAZLH .ed 57
real AH L] — 57 =\ 3y =3 MelAZLH] (aed)  G7)

come espresso nella prima parte del Corollario. Da cio si pud anche dimostrare quanto affermato nella
seconda parte; infatti, essendo i tempi per percorrere gli spazi AT e AH dati da:

tar = ArealAZMT) = 2 Area[ATM| =2 AT -TM ,
(58)
tag = Area]AZLH] =2 Area|[AHL] =2AH -HL,

dal loro rapporto si trova:

tar _AT-TM _ AT CH _ sr ve _ vp/29 e _vr _ TV (59)
tamp AH-HL AH VT sy vy v%/29 vr vy HC’

308i faccia riferimento ancora alla Fig. 118.
311’ Autore rimanda ad un’altra sua opera [28], nella quale vengono studiate, generalizzandole con metodi algebrici, espansione in
serie e considerazioni infinitesimili, le proprieta della curva logaritmica enunciate da C. Huygens.
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2. Ma nell’Ipotesi di forze proporzionali alle distanze dal termine T, essendo la scala delle velocita un quarto
di circolo AT X, la sua figura reciproca TM LZ A (per il Coroll. 5 della prima appendice delle quadrature®?)
sara la stessa con quella figura ivi considerata nel Cor. 3 la di cui area ATMZ ¢é dupla del quadrante, e
qualunque porzione AZLH ¢ dupla del settore corrispondente ATV, come ivi ho dimostrato; onde il tempo
per tutta la AT al tempo per la parte AH, é come il quadrante AT X al settore ATV, cioé come I'arco AX
all’arco AV, onde in questa Ipotesi gli spazi scorsi AS, AH sono i seni versi, le velocita SC, HV i seni
retti, le forze come i seni del complimento CR, VN, eguali alle distanze ST, HT, ed i tempi sono come gli

archi circolari AC, AV.
Fg-129-

b S {

7 H

N R T M

Commento. In questo Corollario viene ripreso I’esempio del moto (unidimensionale) di un corpo attratto
verso un punto centrale T con una forza direttamente proporzionale alla sua distanza da esso, cioe una forza
di tipo elastico, come stabilito dalla ben nota Legge di Hooke. L’applicazione del “Teorema delle Forze
Vive” per tale caso & gia stata esposta e commentata nel Quarto Corollario della PROPOSIZIONE XXXII,
al §2.9.1, dove abbiamo mostrato che la Scala delle Velocita e costituita da un quarto di circonferenza,
di centro il punto attrattore T' e raggio la distanza iniziale AT del corpo da tale punto, come si evince
dall’eq.(48). Vogliamo adesso determinare i tempi del moto utilizzando 1’eq.(58), come nel caso precedente
di una forza costante.

Esplicitando dall’eq.(48) la velocita SC = v(z) in funzione della posizione z del corpo3, e facendone il
reciproco, vediamo che la “Scala dei Tempi” assume la forma:

1 1
= , (60)
v(z) V2AT -z — 22
rappresentata nella Fig. 119 dalla curva ZY LM. Dalla sua integrazione si ottiene il tempo trascorso per il
moto dal punto iniziale A (in cui z = 0) al punto generico H (in cui x = AH):

AH dr

0 V2AT z— 22

Ponendo a = 2 AT e cambiando variabile d’integrazione in modo tale da poter scrivere ’espressione sotto

il segno di radice come differenza di quadrati, az — 22 =T'? — 2, con = = £ + b vediamo che i parametri

I’ e b devono essere entrambi uguali ad a/2 = AT, cosicché £ = x — AT e l'integrale nell’eq.(61) diventa:

tAH = Area[AZLH] = (61)

32Nuovo richiamo dell’Autore a questa sua opera.
33Utilizzando le notazioni e il sistema di coordinate gia utilizzati precedentemente.
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AT ar VAT?2 —¢2 AT J_up ( £ \? -1 1—n?
R
i7)

= [arcsin 77]_1+AH/AT = arcsin Al 1) —arcsin(—1) = T _aresin (1— AR _ (02
! AT 2 AT

o . (HT\ = _ 3

=3 arcsin AT ) = 2 Qg = PH,

dove si & posto 1 = /AT, e si sono definiti gli angoli ay = VT e By =3%—ag= ATV . Naturalmente,
invertendo ’eq.(62) otteniamo la ben nota legge oraria del moto armonico:

HT = AT cos(tan), (63)

di ampiezza AT ; ricordiamo che, per rimanere aderenti alla trattazione del Grandi, abbiamo posto unitaria
sia la massa del corpo m che la “costante elastica” k, cosicché anche la pulsazione w = \/k/m =1, e per
questo motivo argomento del “coseno” nella (63) & semplicemente il tempo tag. Dall’eq.(62) possiamo
inoltre calcolare il tempo totale di caduta del mobile dal punto iniziale A al centro attrattore 1", che risulta
percio essere dato da:

T 1
tar =~ =>.2 64
AT 2 4 T, ( )

pari ad 1/4 del periodo del “Moto Armonico”, trattandosi in effetti di 1/4 dell’oscillazione completa.

Si osserva, infine, che per piccoli spostamenti AS (< AT'), si ha il seguente sviluppo:

A 3/2
tAS:g— (”—\/2AS— 5

: 6\/5"')2@*““ (65)

3. Ma se le forze fossero reciprocamente proporzionali alle distanze dal termine T, essendo allora la scala delle
velocita una Logistica del secondo grado ACV XT, sarebbe il tempo per AS al tempo per AH, come I'area
ACNT all’area AV MT, perché la suttangente presa nell’assintoto é reciproca delle ordinate in questa curva
come ho dimostrato (nel Cap. 2 Prop. 10 degli’infiniti**) onde la figura reciproca alla scala delle velocita,
sarebbe correlativa ad essa, e pero eguale alle porzioni sopraddette della stessa figura come dimostro nel
Capo ottavo degli Ugeniani*® al num. 2.

341’ Autore ci rimanda alla sua opera sugli Infiniti ed Infinitesimi, [13].
35Qui si rimanda a [28].
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Commento. In questo terzo Corollario, come per la Proposizione precedente, si considera il caso di una
forza attrattiva di intensita inversamente proporzionale alla distanza del mobile dal centro 7. Nel §2.9.1
abbiamo visto che la “scala della velocita”, che esprime la velocita del mobile in funzione della sua posizione
x, ¢ data dall’eq.(51). Prendendone il reciproco e applicando di nuovo 1’eq.(55), otteniamo i tempi di caduta
dalla posizione iniziale A (in cui = 0) al generico punto S (in cui z = AS):

AS AS
dx 1 / dx
t = _— —_—_— 66
45 / u(@) V2 Jo AT (66)

" (AT—J:>

Ponendo AT =a e AS = s, l'integrale puo essere risolto attraverso un’opportuna successione di cambia~
menti di variabile. Si ha:

tAS:l/de:a/s/“ds:

B _i /l—s/a dn B i —In(l—s/a) ﬂd¢_ (67)
\@ 1 Vv—1Inn \/i 0 \/@
= 2a/ e~ do,
0
dove, successivamente, si ¢ posto: & = s/a, n=1—¢&, ¢ = —Inn, e infine ¢ = /1p. La funzione

integranda finale ¢ la ben nota “Gaussiana”, per la quale non esiste una “primitiva” elementare. Definendo
tuttavia la cosiddetta “Error Function” come:

Erf(z) = % /0 et (68)

tale che



possiamo esprimere il risultato dato dall’eq.(67) come:

tas =V2a @ Erf[¢(s)] = \/Z AT - Erf[¢(s)] (70)

dove

S

é(s) = y/—In (1 - ﬁ) (71)

Da questo risultato possiamo percio calcolare il tempo totale che impiega il mobile per cadere dal punto
iniziale A al centro attrattore T, osservando che ad s — AT corrisponde ¢(s) — +o0, ottenendo cosi:

+0o0 5
tAT:\/i(l/ e ? dzz\/iAT\/;:\/zAT~ (72)

0

4. Che se si suppongono le forze reciprocamente proporzionali a’quadrati delle distanze, essendo la scala delle
velocita la versiera®® ACV Z, prese due parti eguali da ambi i termini del diametro AS, TH, ed ordinate
le rette SC, HV sara il tempo per AT al tempo per AS, come Iarea ACZT all’area HV ZT, tagliata
dall’altra ordinata, cioé come il quadruplo del semicircolo genitore AMT, al quadruplo del segmento misto
TMA, ovvero AOT, onde il tempo per AS al tempo per AH, sara come il segmento misto AOT all’altro
misto segmento AMT, oppure come la somma dell’arco AO, e del segmento OS, alla somma dell’arco AM,
e del seno M H, il che ci dimostra, che in questa Ipotesi la scala del tempo sara la Cicloide AFBDT, in cui
qualunque ordinata SF' uguaglia la somma dell’arco AO, e del seno OS, e qualunque altra ordinata HB é
eguale all’arco AM, ed al seno HM.

Commento. In quest’ultimo Corollario si ritrova il caso in cui la forza attrattiva verso il centro T sia
inversamente proporzionale al quadrato della distanza. La corrispondente espressione che caratterizza la
“Scala delle Velocita”, ovvero la funzione che da la velocita del mobile, inizialmente in quiete nel punto A,
al variare del suo spostamento AS, ottenuta nel’ultimo Corollario della PROPOSIZIONE XXXII, ¢ data
dall’eq.(54), che qui riscriviamo®’ ponendo di nuovo AT =a ed AS = z:

vs = SC =v(z) = \/S;AiT V2 ST AT \[\/a—x \/> a—a (73)

Prendendone il reciproco ed utilizzando ancora 1’eq.(55), possiamo ottenere il tempo del moto dal punto
iniziale A (in cui = 0) al generico punto S (in cui z = AS):

tASZ/OASUCz):\/g/OAS\/?dw:\/ia/ommdﬁz

arcsin(4/AS/a) 3 . T
=V2a3 / cos? udu = 1/ % [u + sinu cos u} grcsm( AS/a) _ (74)
0

_[AT® i (A L [AS (A4S
“V o Yem\\Voar AT AT )

36Per questo Corollario ci si riferisce ancora alla Fig. 120.
37Si fa riferimento alla Fig. 120.
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dove abbiamo effettuato i seguenti cambi di variabile d’integrazione: £ = /x, e sinu = £/v/a. Prendendo
il limite di questo risultato per AS — AT, otteniamo il tempo totale che impiega il mobile, partito dallo
stato di quiete in A, per raggiungere il centro T':

w5 -y (5) ™

2.11 PROPOSIZIONE XXXIV

Se un mobile A a cui sia impressa una velocita LA, si manda in su per una direzione AC, la quale, o sia
perpendicolare all’Orizzonte, o sopra un piano inclinato, che regga il detto mobile, ne succede il moto ritardato di
cut st verificano tutte le proprietda gia dimostrate del moto accelerato, ma con ordine inverso, cioé principiando
dal termine del moto.

/g}?g:za.f-

E
7 i PN
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Commento. Non ci sembra necessario alcun commento, eccetto il ricordare che nel caso di salita verticale il
moto ¢ uniformemente decelerato con accelerazione —g, mentre nel caso di salita lungo un piano inclinato di
un angolo « rispetto al piano orizzontale, il moto & ancora uniformemente decelerato, ma caratterizzato da una
accelerazione ridotta —g sina.

2.11.1 COROLLARI

1. Onde primieramente é chiaro, che nella salita di questo moto ritardato il piano delle velocita é il triangolo
ALK, perché ne’ tempi LM, LV eguali a’ tempi AG, AT, esercita le velocita M N, V X, siccome viceversa
il piano delle velocita nel discendere, é 'altro triangolo KST.
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2. Secondo: che lo spazio AB, a cui puo salire un projetto, & la meta dello spazio AC, che farebbe con moto
equabile, se non fusse grave, nel tempo della salita AH, perché gli spazj sono come i piani delle velocita, e
pero come il triangolo ALK al rettangolo ALK H, il quale sarebbe il piano del moto equabile.

3. Terzo: che lo spazio AB a cui puo salire il projetto, é lo stesso, che quello, per cui cadendo naturalmente nel
medesimo tempo AH, si sarebbe acquistata la velocita HK , eguale all'impressa LA, onde vicendevolmente
qualunque grave cadendo per uno spazio BA si acquista, la stessa velocita, con cui se fosse per la stessa
direzione rimesso in alto, ritornerebbe alla medesima altezza nello stesso tempo.

4. Quarto: che siccome gli spazj fatti cadendo, sono in duplicata ragione de’ tempi scorsi dal principio del moto
AG, AT, AH, viceversa gli spazj, che restano a scorrersi nel salire, sono in duplicata ragione de’ tempi
computati, dal fine del moto HA, HG, HT, mentre que’ primi corrispondono a’ triangoli ALK, NMK,
XVK.

5. Quinto: che gli spazj fatti in tempi eguali, siccome nella caduta sono nella progressione de’ numeri dispari
1, 3, 5, 7, ec. computati dal principio del moto, cosi nella salita sono nella stessa progressione, computandoli
dal fine di essa salita.

6. Sesto: la scala delle velocita del moto ritardato € la stessa Parabola EF AH , che serve pel moto accelerato,
ma pero principiando non dal vertice E, ma dalla base AH, e quindi andando verso la cima.

7. Settimo: la scala de’ tempi nel moto ritardato ¢ il trilineo parabolico AFEB, quando nel moto accelerato
& la medesima Parabola ABH, essendo I tempi proporzionali alle velocita; Imperocché essendo il quadrato
AH al quadrato FO, come il triangolo ALK, al triangolo simile NMK, o come HE ad EO, sara per
conversione di ragione il triangolo ALK al trapezio ALN M (che sono i piani delle velocita corrispondenti a
i tempi della salita LK, LM, ovvero BE, DF) cosi EH, ad OH, cioé lo spazio BA allo spazio AD, i quali
sono fatti ne’ tempi BE, DF, eguali ad LK, LM, e pero AFEB é la scala de’ tempi.

Commento.  Questi sette Corollari non sono che dirette conseguenze dei risultati ottenuti nel caso del Moto
Accelerato, per cui non si ritiene che necessitino di alcun commento o dimostrazione.

Le prossime PROPOSIZIONTI sono estratte dal Capitolo VII del testo di Grandi [16], il cui titolo & “Del Moto
composto dell’equabile, e dell’accelerato”.

2.12 PROPOSIZIONE XXXV

Mowvendosi il mobile A con moto composto dell’equabile secondo la direzione AD, con tale velocita, quale si
sarebbe acquistata cadendo dall’altezza SA, e del moto accelerato secondo la direzione de’ gravi AG, descriverad
una Parabola ACB le cui ordinate FC, GB, sieno parallele alla direzione AD, ed il cui diametro sara la direzione
de’ gravi AG, ed il lato retto sara quadruplo dell’altezza SA, la quale si chiamerd sublimita della Parabola.
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Commento. In questa Proposizione si suppone che il moto parabolico AC'B del mobile sia caratterizzato da
h = SA. In tal caso le Leggi Orarie, scritte rispetto ad un sistema di riferimento in cui 'origine coincide col

punto A, I'asse x con la retta orizzontale per AD, e ’asse y con la retta verticale discendente per AG, sono date
da:

g z2 _ x? 5 (76)

dove si € posto a = 1/(4h). Questa ¢ ’equazione di una parabola il cui fuoco in F (O; ﬁ) , ha ordinata yp =
AF = h = S5A, e di conseguenza il “semilato retto” FC (pari all’ascissa x¢ del punto della parabola per il quale
l'ordinata & la stessa del fuoco: yo = yr = h = 2Z/(4h)) & uguale a FC = x¢ = 2h. Questo prova che, come
affermato nella Proposizione, I'intero Lato Retto sia uguale al quadruplo dell’altezza H.
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2.12.1 COROLLARI

1. Se dunque con la mano, o con la balestra, o con altri strumenti, quali sono I’Archibuso, il Mortaro, il
Cannone, viene gettata una pietra, una palla, una saetta, e qualunque altro projetto, la via che descrive il
mobile separato che sia dallo strumento, il quale per la direzione AD lo incammina, sara la curva Parabolica
ACB, prescindendo dalla resistenza dell’aria, mercecché I'impeto impresso al mobile per la direzione AD,
lo porterebbe equabilmente di sua natura per la retta AD, ma intanto la gravita indirizzandolo con moto
accelerato verso il centro de’ gravi, lo distorna dalla direzione AD, e l'obbliga a trasportarsi con moto
composto per la curva AC B sopra descritta.

2. Lo stesso dicesi dell’acqua, o altri liquori, che escono da’ vasi per un tubo, il cui foro non sia parallelo
all’orizzonte, ma perpendicolare, o inclinato ad esso, secondo la direzione di esso tubo, come nelle fontane
si osserva, nelle quali movendosi I'acqua con moto composto dell’equabile, secondo la direzione del tubo
per cui esce, colla velocita impressali dalla pressione del liquore, che vi sta sopra, e del moto accelerato
dalla propria gravita sempre descrive una Parabola, la cui sublimita e 'altezza dell’acqua racchiusa nel suo
conservatorio, da cui essendo caduta ’acqua, si é acquistata la velocita laterale, con cui esce dal cannello.

3. La direzione, per cui ¢ mandato un projetto, sara sempre tangente della curva Parabolica da esso descritta,
essendo parallela alle ordinate di essa.

4. Generalmente in qualunque Ipotesi della gravita, quella stessa curva, che serve per la scala de’ tempi del
moto accelerato, sara la via de’ projetti, perché essendo il tempo della caduta AF al tempo della caduta
AG, come FC a GB, cosl, essendo ancora equabilmente fatto lo spazio FC, e lo spazio BG, colla velocita
impressa per la direzione AD, il tempo per F'C' al tempo per GB é nella proporzione di detti spazj, dunque
in quali tempi si passano equabilmente gli spazj AE, AD eguali agli detti FC, GB, si passano ancora con
moto accelerato gli spazj EC', DB, ovvero AF, AG ; onde la via del moto composto ¢ la curva AC'B scala
de’tempi del moto accelerato.

Anche per questi Corollari si & ritenuto superfluo ogni Commento o rilettura in chiave moderna, trattandosi per
lo piu di dirette conseguenze dei risultati precedenti.

2.13 PROPOSIZIONE XXXVI

Secondo la data direzione AD tirando un mobile con tale velocita, quale si sarebbe acquistata da un grave, cadendo
per Ualtezza S A, fatto il mezzo cerchio SM A, il quale sega la direzione AD nel punto M, e tirata la orizzontale
MT prolungata altrettanto in BM : dico, che la Parabola descritta dal projetto col suo sublime punto B tocchera
lorizzontale TM B, e si stendera nell’orizzonte all’ampiezza della base AH, quadrupla di essa BM .
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Commento. Si vuole qui studiare il moto di un proiettile lanciato dal punto A (coincidente con 'origine
del sistema di coordinate, nel quale ’asse = coincide con la retta orizzontale per AH e l’asse y & verticale, preso
questa volta verso l'alto) obliquamente verso una qualche direzione AD che forma un angolo 6y (= @) col
piano orizzontale, ancora nell’ipotesi che esso abbia inizialmente una velocita vy = /2 g h, uguale a quella che
avrebbe acquistato cadendo liberamente da un qualche punto S, ad altezza h = AS dal piano orizzontale, come
illustrato in Fig. 124.

Il raggio della circonferenza ~yspra, per costruzione, & uguale alla meta dell’altezza iniziale: r = h/2, ed il suo
centro I' ha percid coordinate (0; h/2); pertanto la sua equazione cartesiana ¢ data da: 2%+ (y —h/2)? = (h/2)?,

.....

per AD di equazione: y = x tanfy. Le coordinate del loro punto di intersezione M si ottengono facilmente
mettendo a sistema le due rispettive equazioni cartesiane:

=z tanfy,
{Z2+y2—h0y:0. (77)

Con un semplice calcolo troviamo:

h
Y= ———5—,
1+ cot“ 6
ooty (78)
M= YMCORT0 = T 26,

Dobbiamo verificare quanto detto nella Proposizione, ovvero che ’ascissa del punto di massima altezza della
traiettoria parabolica del proiettile ¢ esattamente il doppio dell’ascissa del punto M che abbiamo trovato.

Scrivendoci le leggi orarie del proiettile nel sistema di coordinate adottato:
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{ x(t) = vy cosby - t, (79)

y(t) =g sinfy - t — 5 gt?,

ed eliminando il tempo ¢, otteniamo per I’equazione cartesiana della traiettoria parabolica la seguente equazione:

g 2
r)=x tanby — ———— z°, 80
y(@) 0 2 v cos? by (80)
il cui vertice B deve corrispondere al punto in cui la derivata y' = % si annulla:
dy g
dz | g anvo v cos? Oy vB (81)
da cui si ottiene, utilizzando il fatto che vog = /2gh):
2
vy . tan 6 cot 0
xp = — sinfy cosfy =2 h = =2z, 82
B g 0 0 1 + tan? 6, 1+ cot? g M (82)

che & quanto volevamo dimostrare. Naturalmente cio significa anche che la “gittata” AH = x g , essendo il doppio
di g, e pari al quadruplo dell’ascissa x3; = TM del punto M.

Inoltre, la massima altezza, hy;ax = RB, corrispondente all’'ordinata di B, ¢ data da:
g 2

h = =RB=2xp-tanfy — ———— 2% =
MAX = YB B 0 202 cos? by B

_ cot By 1 1 2hcotby | 2h ) 1 cot? 0, _
T T 14 cot26y |cotfy  Adhcos20p 1+cot?6y [ 1+ cot? 6, 20826y 1+cot26y |
h

AT ed).
1+cot2, M » laed)

(83)

dove abbiamo sottinteso alcuni semplici passaggi algebrici con i “puntini”. Questo conclude le dimostrazioni del
contenuto di questa PROPOSIZIONE.

2.13.1 COROLLARI

1. Di tutte le proiezioni, che si possono fare con lo stesso impeto, quale si acquisterebbe un grave cadendo dalla
sublimita SA, la massima di tutte, cioé quella, che coll’ampiezza sua stendesi maggiormente nell’orizzonte,
é quella, che si fa per la direzione AM , la quale faccia un angolo semiretto colla sublimita S A, cioé quando
il punto M cada nel mezzo dell’arco SM A, perché allora la MT ¢é la Massima di tutte le ordinate del
semicircolo, perché passa per lo centro di esso, onde la AH quadrupla di T M riesce la maggiore, che possa
essere, mentre le altre ampiezze orizzontali dipendenti da un’altra direzione, la quale segasse il semicircolo
in altro punto diverso da quel di mezzo, sarebbe quadrupla di un’altra ordinata minore tirata nel medesimo
semicircolo.
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Commento. Si tratta di un risultato ben noto: la gittata massima si ottiene quando I’angolo che forma
la direzione della velocita iniziale vy col piano orizzontale & 8y = 45°. La dimostrazione & elementare.
Dall’eq.(82) sappiamo che la gittata del proiettile ¢ data da:

203 . vg
:BH:2mB:751n90 COSG():;SIHQH(), (84)

per cui, quella massima corrispondendera all’angolo per il quale la derivata prima di questa funzione rispetto
all’angolo di sparo 6y si annulla; troviamo cosi:

dr g 2 v% s
_ = = 2 = = —. C.A.
0, ; cos20p =0 = 6o 1 (q.e.d.) (85)

. Ma se due tiri saranno fatti con due direzioni AL, AE egualmente distanti dalla retta AM, che facesse
Pangolo semiretto SAM, concorreranno ambidue le Parabole nate da tali direzioni, cioé le curve AGI,
AKT nello stesso punto I dell’orizzonte, divenendo ’ampiezza di ciascun tiro quadrupla delle ordinate LF,
NE, che sono eguali tirate da’ concorsi di quelle direzioni coll’arco del semicircolo, perché essendo queste
egualmente lontane dalla AM, che fa I’angolo semiretto, tagliano eguali archi ML, M E, e pero sono eguali
SL, AE : onde quelle ordinate FL, EN, sono pure eguali, ed il loro quadruplo Al deve essere lo stesso;
sicché volendo mandar la palla al punto I tanto ¢ incamminarla per la direzione AL, quanto per la AE
colla stessa velocita, riescendo questo solo divario, che per abbattere un muro verticale sara piu opportuno
il prevalersi del tiro basso, che dicesi di volata AK I, ma volendo sfondare il piano orizzontale, fara piti colpo
il tiro superiore AGI.

Commento. Analizzando la Fig. 125 ¢ facile dimostrare che i due angoli di lancio 6 = EAH e
" T AL

o = LAH , ai quali corrisponde una medesima gittata AI, sono necessariamente complementari tra loro.
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Inoltre, detto ~ I'angolo ETM = ]\/4T\L, considerazioni geometriche elementari permettono di ottenere la
seguente relazione:

1— s
tan 0, = ST oy ,
cos 7y
(86)
tan 0] = 1+siny
cos

Al contrario, fissato uno dei due angoli di lancio a cui corrisponde una certa gittata Al, vediamo che ’angolo
~v & dato da:

— . |r? 1]
v=ETM = MTL = arcsin (F2—|—1> ) (87)

dove si € posto I' = tanfy. Se invece vogliamo esprimere questo stesso angolo in termini dell’altezza

h=AS (= %) e della gittata Al troviamo:

AT
~y = arccos (2SA> . (88)

3. Queste tre cose: cioé la sublimita®® SA, donde il peso acquisterebbe cadendo la medesima velocita, la
direzione AD, e la lunghezza, o ampiezza del tiro AH, date due qualunque di esse, é cosa facilissima il
determinare la terza secondo I premessi principj.

Commento. E qui sufficiente fornire le tre equazioni, che esplicitano quanto detto nel Corollario, tutte
direttamente ottenibili dai precedenti risultati:

2

AH = %0 §in 26, = 2 SA sin 26,
g
AH
SA=5am 20, (89)
. AH
S1n 290 = m .

4. Per fare varj tiri alla stessa ampiezza, tanto minor impeto, e forza di polvere si ricerca, quanto la direzione
si avvicina piu all’angolo semiretto colla sublimita S A, di manieracché minimo é I'impeto, che si richiede
facendola al detto angolo semiretto.

5. Da un solo tiro di Mortaro, o di Cannone ritrovando ’ampiezza della Parabola descritta dal mobile, fa-
cilmente potra trovarsi la lunghezza, a cui si porterebbe il tiro in qualunque altra elevazione del pezzo,
e viceversa puo trovarsi l’elevazione, che sarebbe necessaria per fare, che giunga il tiro ad un’ampiezza
determinata.

Commento. Riteniamo che questi ultimi due Corollari non abbiano bisogno di alcun Commento.

38Per questo Corollario & sufficiente far di nuovo riferimento alla Fig. 124.
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2.14 PROPOSIZIONE XXXVII
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Dovendosi tirare un projetto dal luogo A al sito G non posto nel medesimo piano® orizzontale AE, ma sopra, o
sotto di esso con una velocita, quale si acquisterebbe un grave cadendo dalla sublimita SA, si cerca la direzione

del tiro.

?IH-.,\
ik

F

Commento. La costruzione geometrica proposta nel testo a seguito della presente Proposizione € piuttosto
complessa, e qui non sara riproposta. Vogliamo tuttavia rispondere al quesito che la Proposizione suggerisce per
via algebrica, come nei nostri precedenti Commenti.

Il Problema consiste nel determinare i due angoli di sparo 6, e 6 che permettono al proiettile di giungere in un
punto prefissato G(z¢g; yg), avendo preso, come nella precedente Proposizione, come velocita iniziale vg, quella
che sarebbe stata acquistata dal mobile se fosse stato lasciato cadere da un’altezza h = AS, cio¢ vg =+/2gh.

398i fa qui riferimento alle Figg. 126 e 127.
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Riprendendo 'equazione cartesiana della traiettoria data dall’eq.(80), e imponendo che il mobile passi per il punto
dato G(z¢g; ya), otteniamo la seguente equazione di secondo grado in tan 6y :

(g x2G) tan? 6y — (2 vg xzq) tanfy + (g x%; + 21)(2) ya) =0, (90)

la cui risoluzione porta ai seguenti risultati:

1
o) ") = arctan [ (vg /g —9? 1L —2gvyc v%)] , (91)
gra

ovvero, esprimendo la velocita in termini dell’altezza h = S A della “sublimita”:

96/(/) = arctan % 1+ \/1 - (;—2)2 - (yf) . (92)

Con quest’ultima Proposizione, per la quale vengono dati nel testo due Corollari*®, si chiude anche il Capitolo
VII di queste “Instituzioni Meccaniche” di Guido Grandi [15],[16].

Nel prossimo §3, a chiusura del presente lavoro, discuteremo alcune delle “Propositiones” date dal Rollo nella
Prima Parte della sua Opera, presentandone, come nel caso delle “Instituzioni” del Grandi, la versione originale
in carattere corsivo, che in questo caso € in latino, facendo seguire il nostro commento, in chiave pit moderna.
Da quanto segue risultera evidente che il Rollo, a differenza del Grandi, utilizzera in modo un po’ piu esplicito gli
strumenti del calcolo integrale, accompagnando nel testo, alle diverse costruzioni geometriche, anche le formule
algebriche associate*!.

3 Dal “De Corporum Motu Rectilineo, et Curvilineo in mediis non resistentibus”
di Celestino Rollo

3.1 EXEMPLUM II. “De motu corporum rectilineo in vi centrali distantiae a centro
virium directe proportionali”.

3.1.1 SECTIO I. “Et primum in vi centripeta”

824. Decidat*? corpus ex quiete in puncto A recta ad centrum virium S, sitque vis in puncto A ad vim in
quolibet alio puncto B directe ut distantia SA ad distantiam SB; scala virium*® erit triangulum SAD, cujus

vertex in ipso centro S, ejusque aequatio erit BE (f) = BS (z).

25. uare area EBS de) = [zdr = 2%, & posito SA = a, erit area DSA = La? : itaque aequatio
2 2
generalis ad scalam velocitatum u® = Q — [ fdz  evadit u? = %az - %xz , sive u? = a® — 2%, quae est ad

40che, essendo anch’essi basati sulla complessa costruzione geometrica rappresentata nelle Figg. 126 e 127, si & preferito non
includerle in questa nostra presentazione.

417] Rollo, utilizza il segno “ S ” al posto del comune segno di integrale J, e indica le potenze con la ripetizione del simbolo che
indica la relativa variabile, come in z? = zz, x° = zzz, etc.; per maggior praticita, anche nella versione latina originale, abbiamo
deciso in entrambi i casi, di utilizzare le notazioni moderne.

42Estratto da pag. 14 del libro [25].

431] Rollo utilizza le stesse definizioni per la “Scala delle Forze”, la “Scala delle Velocita”, e la “Scala dei Tempi”, gi3 introdotte
nella Sezione precedente §2.
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circulum AF centro S, radio SA descriptum: velocitas ergo in quolibet puncto B est proportionalis ordinatae BF
ad hunc circulum, seu va? — 22 .
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§26. Si ex puncto F ducatur tangens FN, quae occurrat in N diametro SC ad SA perpendiculari, erit** BF seu
SM : SC = SC : SN ; quare si F'B producatur, sumaturque BG aequalis seu proportionalis cum SN, idemque

fiat in qualibet alia ordinata bf ; erit FB x BG = SC? & BG (z) = % (\/%) ; Curva scilicet HG erit
scala temporum elementarium, quippe reciproca scalae velocitatum AFC.

. EMpUS 1nmregrum ao wnitio moius per spaitiuim ert = —_— , quoa €s 1Iferentiale arcus
27 Te it b initi t tium AB erit t Ma;l%ﬂ d est di tial

circularis AF centro S, radio SA descripti: € quidem ducta ordinata ghf ad GBF infinite proxima, erit
Ff:Fm=FN:FM =SN:SF , adeoque Ff x SF=Fm x SN = Bbx BG : est autem Ff x SF duplum
sectoris FSf, & Bbx BG est areola infinite parva GBbg : summa ergo harum areolarum dupla est summae
sectorum FSf, scilicet area GBAL (tempus nempe per AB) proportionale sectori ASF, seu arcui AF.

§.28.

Ttaque in hac lege virium centripetarum distantiis a centro directe proportionalium si corpus decidat ex
quiete in dato puncto A, describatur centro S radio SA quadrans circuli AFC, & ex quolibet puncto B spatii
percursi ducatur BF sinus rectus anguli BSF ; erit primo vis centripeta in puncto B proportionalis distantiae
a centro, seu sinvi complementi SB ; secundo sinus versus AB spatium percursum ; tertio sinus rectus BF

44 Anche qui, abbiamo utilizzato la simbologia moderna per rappresentare le proporzioni.
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proportionalis velocitati in puncto B ; quarto tempus per AB proportionale arcui AF, seu angulo ASF.

§29. In eadem wvi centripeta cujus scala virium est triangulum ASD, seu PSQ si duo corpora decidant ad
centrum S, unum ex quiete in puncto A, alterum ex quiete in puncto P ; velocitas corporis P in quolibet puncto
R ad wvelocitatem corporis A in quolibet puncto B est in subduplicata ratione arearum PQOR, ADEB, seu
SP? — SR? ad SA? — SB?, hoc est (descriptis centro S per puncta P, A circulis PX, AC) ut RT ad BF :
Quadrantes ergo PX, AC erunt scalae velocitatum relativae € velocitates in centro S horum corporum ex punctis
P, A decidentium erunt ut SX ad SC, seu ut altitudines ipsae SP : SA.

§30. Fiat ut velocitas SX ad velocitatem SC' ita reciproce SN ad SZ, & quemadmodum §26 constructa fuit
scala temporum elementarium HL in motu corporis cadentis ex A, ita ex puncto Z describatur scala temporum
elementarium ZYk in motu corporis cadentis ex P; eritque tempus per AB ad tempus per PR ut area ABGL ad
aream PRY 'k, seu ut summa arearum infinite parvarum GBbg ad summam Y Rry ; sunt autem hujusmodi areae
infinite parvae in ratione composita Bb ad Rr (seu Fm ad Tn) & BG ad RY (seu ex constructione RT ad
BF) quae duae rationes componunt rationem % ad TR ; at vero % = % ob similitudinem triangulorum
Fmf, FBS; & similiter % = TS ; Quare area GBbg ad aream Y Rry est ut f; ad TS ; Eﬁ summa arearum,
hoc est area ADGL ad aream PRY K (tempora nempe per AB, PR) ut summa ﬁ (hoc est AL ) ad summam

(hoc est £L ) Tempora ergo per quascumque spatii partes AB PR sunt inter se directe ut arcus AF, PT,
65 inverse ut mdzz SP, SA.

§31.  Siex centro S ducatur recta ST, quae secet arcus circulares in F', T ; quoniam arcus similes AF, PT sunt
ut radit SF, ST ; erit ‘g—g = TS , & partes spatiorum AB, PR (quae hoc casu proportionales sunt integris spatiis
AS, PS) eodem tempore percurrentur; ex quo colligitur integros etiam descensus per AS, PS esse isochronos.

§32. Si corpus mowveri incipiat in dato puncto R cum data velocitate RT ei impressa externo impulsu versus
centrum S, aut contraria directione versus P, facile est reperire “sublimitatem” RP, sive punctum sublime P, unde
corpus cadendo ex quiete datam velocitatem RT in puncto R acquireret: scilicet posita RT ad RS perpendiculari,
circulus centro S radio ST descriptus punctum P, seu quaesitam sublimitatem RP determinabit: motus vero per
RS fieret eodem modo ac si ex quiete in puncto P corpus cecidisset. Quod si sursum per RP corpus impellatur,
movebitur motu retardato iisdem velocitatis gradibus iisdemque temporibus ac in motu deorsum accelerato per
eadem spatia.

Commento. In questa “SECTIO I” dell’ “EXEMPLUM II”, Rollo tratta il problema del moto unidimensionale
di un corpo attratto verso un punto fisso S con una forza di tipo elastico, come espresso dalla Legge di Hooke, di
intensita direttamente proporzionale alla sua distanza da tale centro attrattore. Abbiamo visto (e commentato)
la corrispondente trattazione fatta dal Grandi nelle sue “Instituzioni Matematiche” nel quarto dei Corollari 2.9.1
e nel secondo dei Corollari 2.10.1.

Facendo riferimento alla Fig. 7, sia la retta per SP l'asse z (lungo il quale avviene il moto) di un sistema di
coordinate con origine nel punto attrattore S, cosicché xg = 0, e, detto A il punto dal quale il corpo inizia il
suo moto verso S, poniamo SA = z4 = a. Supponiamo inizialmente che il corpo parta dallo stato di quiete;
le condizioni iniziali del problema sono pertanto: x(t = 0) = a per la posizione iniziale, e u(t = 0) = uy =
#(t = 0) = 0, per la velocita iniziale. Inoltre, seguendo lo stesso Autore*®, daremo per semplicita valori unitari
sia alla massa del corpo m che alla costante di proporzionalita K della forza con la distanza da S. Si rappresenti
I'intensita della forza sull’asse per SC' perpendicolare a SA; in modo quindi che la forza nel generico punto B
di coordinata SB = x sia data da BE, essendo la forza nel punto iniziale A uguale ad AD. L’applicazione
del Teorema delle Forze Vive, gia utilizzato nel nostro Commento alla trattazione del Grandi (eqq.(47) e (48)),
secondo il quale Ienergia cinetica AT acquistata dal corpo nel suo moto dal punto iniziale A al punto generico
B, & uguale al lavoro compiuto dalla forza in tale tragitto, ci permette di scrivere:

45Ma anche come fatto nel §2 trattando il testo delle Instituzioni Meccaniche del Grandi.
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Lan= [ F@ydr= [ (ca)dr = 3@ - = AT = 32, (99)

dove si ¢ indicata con u la velocita nel generico punto B. Questo risultato ci mostra che la posizione x e la
velocita u stanno su una circonferenza centrata in S di raggio uguale alla distanza iniziale a (fermo restando
che le grandezze fisiche qui considerate si riferiscono al caso in cui K = m = 1), la cui equazione cartesiana
& u?+ 22 = a2, da cui si ricava che la velocitad acquistata in B ¢ data da: u = Va2 — 22. Questo significa
che, tracciando il quarto AFC di questa circonferenza: SC = SF = SA = a, e SM = BF = u, mentre
MF = SB = z. Inoltre, tracciata la retta F'N normale alla circonferenza in F', essendo retto 1’angolo ﬂ,
e detti « = CSF = SFB e 8= ASF = SFM = SNF il suo complementare, dalla similitudine dei triangoli
SEM e SFN otteniamo, sia la proporzione: SM : SC = SC : SN, che i risultati: AB = versinfg - SF,
MN = coversin - SF', come pure il fatto che la lunghezza dell’arco AF sia uguale al prodotto a - 5. Ovvero,
in termini delle consuete funzioni trigonometriche:

. MF =z
Sinay = —— = —
S op a’
(94)
SM wu SFE a
oS = —— = —

SF a SN SN’

da cui si trova che il modulo della velocita raggiuinta in B ¢ dato da u = a?/SN . Infine, i tempi del moto
possono essere ottenuti, esattamente come fatto anche dal Grandi nel secondo dei Corollari 2.10.1, integrando la
funzione reciproca delle velocita, che Rollo indica con:

z(x):@:?j:;_ﬁ_ (95)

Tenendo conto che la velocita u (e quindi pure il suo reciproco z) & diretta verso —zx, si ottiene lo stesso risultato
dato nell’ eq.(62), che nelle attuali notazioni del Rollo si esprime come segue:

tap =

= —/ zdr = / \/7 / \/7 / \/@ — [arcsin €]/ =

s (x) T 3 lar
zf—arCSln -] = = - = = —
2 a 2 a ’

(96)

dove [ap rappresenta la lunghezza dell’arco di circonferenza AF. Naturalmente, come gia detto nel nostro
Commento al secondo dei Corollari 2.10.1, questo risultato implica anche I’isocronismo dei moti di caduta verso
S, ovvero il fatto che tutti i corpi soggetti ad una forza attrattiva di tipo elastico verso tale centro S, raggiungono
questo punto nello stesso istante, dato da t4s = 7/2 (nel caso K = m = 1; per valori arbitrari di queste grandezze,

naturalmente, il risultato si scriverebbe: tag = 7/2+/m/K ), indipendentemente dal punto di partenza A in cui
erano in quiete.

§33.  Si conferatur motus in hac lege virium centripetarum cum motu uniformiter accelerato in vi constanti data
puta gravitatis in perpendiculo aut per planum inclinatum, proportiones velocitatum € temporum reperientur ex
dictis*® §14. hoc scilicet modo.

46Vedi testo del Rollo, [25], a pag. 8.
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Quoniam in scala virtum ASD crescunt vires in ratione distantiarum a centro S, reperiri debet talis distantia SA
ut vis AD sit aequalis vi constanti datae: erit igitur rectangulumm ASCD scala virium in vi constanti data, quae
respondet scalae ASD wuti requiritur §1/.

Corporis decidentis ex quiete in A, cuius scala virium ASD sit scala velocitatum [§25.] quadrans circuli AFC,
& scala temporum elementarium (§26.) curva HGL. & quoniam scala virium ASCD dupla est scalae virium
ASD, erit (§4.) quadratum velocitatis SX corporis cadentis vi constanti AD ex quiete in A duplum quadrati
velocitatis SC, erit nimirum SX? =2SC? =2SA4? = SA x 2SA ; itaque parabola ATX descripta vertice A, aze
AS, parametro duplo ipsius AS, seu aequali diametro circuli AC erit (§18.) scala velocitatum in vi constanti,
quae respondebit scalae velocitatum ACF uti requiritur §14. , & velocitates corporum cadentium ex quiete in A
(alterum vi constanti AD, alterum vi decrescente in ratione distantiarum a centro S) in quolibet puncto B erunt
ut BT seu ut chorda circuli AF ad ordinatam ejusdem circuli BF.

§34. UtestSX ad SC ita fiat (§14.) SH ad quartam SZ, eritque SZ* = 1SH? = LSA? : tum inter asymptota
AS, AL descripta per punctum Z hyperbola cubica ZY L reciproca parabolae ATX erit (§19.) scala temporum
elementarium in motu uniformiter accelerato respondens scalae HGL uti requiritur §4. Itaque tempus descensus
in vi constanti per quamlibet spatii partem AB ad tempus descensus in vi proportionali distantiis a centro per
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quamlibet spatii partem Ab erit ut ABY L ad aream AbgL: est autem area ABY L dupla rectanguli ABY , & area
AbgL dupla (§27) sectoris ASf, seu equalis rectangulo SA in arcum Af : ratio ergo illorum temporum est ut
2‘42# ad arcum Af : est vero 2ABS+FW = (28272 =SH? =SH x SC = SZ x SX =)BY x BT, atque adeo
% = BT = AF : Illa ergo tempora per AB, Ab sunt inter se ut ordinata ad parabolam BT, seu ut chorda
circuli AF ad arcum circuli Af. € si puncta B, b coincidant, tempora illla per eamdem spatii partem AB erunt

ut chorda AF ad suum arcum AF.

Si Ab = %AS, erit chorda Af = AS; adeoque posito quod duo corpora incipiant moveri eadem vi AD ez
quiete, tempus descensus permanente eadem vi constanti per dimidiam a centro distantiam AS, erit ad tempus
per integram distantiam AS in vi decrescente in ratione distantiarum ut radius SA ad quadrantem peripheriae
AFC, seu ut diameter ad semiperipheriam.

Commento. Qui I’Autore desidera confrontare il moto verso il punto centrale S dovuto ad una forza di tipo
elastico, direttamente proporzionale alla distanza da esso, ' = K x, col caso in cui tale forza sia costante. Nel
primo caso, come abbiamo gia visto, 'applicazione del Teorema delle Forze Vive ci ha mostrato che la velocita
acquisita nel generico punto B & data da u(z) = BF = va? — 22, dove x = SB (si veda ancora la Fig. 7)
¢ la coordinata di tale punto e a = SA ¢ la posizione del punto dal quale inizia il moto dallo stato di quiete.
Integrando il reciproco della velocitd z(x) = w(z) tra la posizione iniziale © = a e quella generica finale x
siamo arrivati al risultato espresso nell’eq.(96), dalla quale si & dedotto che il tempo totale per giungere nel punto
centrale S ¢ dato da tag = m/2 (sempre con K = m = 1). Nel caso di una forza costante, pari al valore della
forza precedente di tipo elastico nel punto iniziale A, e quindi uguale a: F' = —K a = —a = —SA, l'applicazione
del Teorema delle Forze Vive da:

x x 1

Lapg = / F'(z)dx :/ (—a)dr =ala—2) = AT = 5(1/)2 =a’—ax, (97)

a a
da cui si verifica gia una delle proposizioni date dal Rollo, ovvero che la posizione z e la velocita u’ nel caso di
una forza costante stanno su una parabola di equazione:

(98)

che in effetti ha il vertice nel punto A (si fa qui riferimento alla Fig. 8) e “parametro” p = 2a. In particolare,
la velocita acquisita raggiungendo il punto centrale S risulta quindi essere data da: u/(z = 0) = /(S) = SX =
V2a =2 u(S), essendo u(S) la velocita raggiunta nella precedente ipotesi di una forza elastica, altro risultato
dato dall’Autore nel testo originale.

Cerchiamo adesso di determinare i tempi di caduta su S nei due casi. Abbiamo visto che nel caso elastico tale
tempo & uguale a 7/2. Nel caso della forza costante, integrando di nuovo il reciproco della velocita 2'(x) =
1/u/(x), si ottiene facilmente:

[(—2va—z],=v2, (99)

: °  da O da 1 [ de 1
Cas= [ Hor= [ I - _
a a U (m) a \/m VvV2a Jo Va—x Vv2a
per cui, il loro rapporto ¢ data da:

t'as — ﬁ - & (100)
tap /2 T
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Infine, verifichiamo 'ultima delle proposizioni date qui dal Rollo. Calcoliamoci quindi il tempo ' 45, necessario
per far giungere il corpo nel punto b a meta distanza dal centro S rispetto al punto iniziale A (Ab = bS = a/2)
nel caso della forza costante (F' = —a ). Dall’eq.(99) si deduce che:

t/ /a/Q /( ) /(Z/Q dr /H/Q dr 1 /a dx 1 [ 2\/7]11 .
= z(x) = _ = = = _— | — a—2x =1,
B . W@ ) Rala—w) v2a Jupva-z V2 a/2

(101)

per cui risulta che, come detto nel testo, il rapporto tra questo tempo e quello “totale” per cadere su S nel caso
elastico & dato da:

t' ap 1 a raggio circonferenza AfC
— @ _ . (102)
a arco quadrante AfC

tas /2

o[

3.1.2 SECTIO II. “De motu corporum rectilineo in vi centrifuga distantiae a centro virium directe
proportionali”

LEMMA. §36. Sit curva qualibet AF', datumque puncum S sive intra, sive extra curvam sive in ejus
perimetro, in quo duae rectae quaecumque SA, SN se invicem secent ad angulos rectos, quarum altera SA sit
veluti axis cui ex omnibus curvae punctis ordinentur normales FB, fb; tangentes vero in iisdem punctis FN,
fn abscindant ex alia recta SN partes SN, Sn, quibus ad eumdem azem SA, easdemque abscissas SB, Sb
ordinentur aequales BG, bg; exr quo mova oriatur curva Gg. Dico spatium GBbg hujus duabus quibuscumaque
ordinatis BG, bg ; axe Bb, & curva ipsa Gg comprehensum duplum esse correspondentis trilinei fSf priori curva
Ff & radius SF, Sf ex dato puncto S ductis comprehensi.
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Commento. Di questo Lemma diamo direttamente una dimostrazione in chiave “moderna”; tralasciando
quella puramente geometrica data dall’Autore?”.

Facendo riferimento alla Fig. 9, fissiamo un sistema di coordinate cartesiano con ’asse x coincidente con quello
passante per SA verso destra e l’asse y quello verso I'alto ad esso perpendicolare e passante per l'origine S. Sia
y = f(z) la funzione che descrive la curva qualsiasi AF'. Siano inoltre FN e fn le tangenti alla curva nei punti
F ed f, rispettivamente, ed N, n, i loro punti di intersezione con ’asse y. Dalla stessa definizione di derivata,
sappiamo che ’equazione cartesiana della retta tangente alla curva in un generico suo punto P di ascissa zp e
ordinata yp = f(zp), & y—yp = f'(xp)(x — zp). Di conseguenza, 'ordinata del suo punto di intersezione
con lasse y (in cul « = 0) & data da: gp =yp — f'(zp) - zp = f(zp) — f'(zp) - zp. Prendendo quindi i punti
generici F ed f, di ascisse B e b rispettivamente, i corrispondenti punti N ed n di intersezione con 'asse y delle
tangenti alla curva in tali punti saranno percio dati da:

4"Dimostrazione che viene data a pag. 21 del testo [25].
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SN =gy = f(B) - f'(B)-SB,
(103)
Sn =g, = f(b) — f'(b) - Sb

Le ordinate g di tutti i punti di intersezione con ’asse y delle rette tangenti alla curva in tutti i suoi punti
costituiscono una nuova funzione g(z) = f(x) — f'(z) - «, che viene rappresentata nel verso negativo (verso il
basso) dello stesso asse y dalla curva ZGg (per cui, per esempio, BG = SN e bg = Sn). L’area racchiusa dal
trapezoide BGgb e quindi data da:

Area[Bng]:/:b g(@dx:/:b f@) -2 fa d:c—/ f(@)do — [o f (o / e

B B

(104)
:2/ f(z)do:ff(xb)xb+f(x3)x3:2/ f(z)dz — fb-Sb+ FB-SB,

B

dove si e integrato per parti il secondo dei termini della funzione integranda. D’altra parte, come si vede facilmente
analizzando la Fig. 9, 'area della figura trilineare SF'f costituita dai segmenti SF, Sf, e dal tratto di curva Ff,
risulta essere data da:

_Sb2bf lArea[Bng} (105)

Area[SF f] = Area[SBF|+ Area[BF fb]— Area[S fb] = M / f(z)dx

cioe, proprio uguale alla meta dell’area del trapezoide BGgb data dall’eq.(104), come affermato nel Lemma dato
dal Rollo nel testo. Ma torniamo adesso alla trattazione originale dell’autore (a pag. 21 di [25]):

. Curva de qua egimus §26. € §27. est casus particularis hujus lemmatis, cujus fortassis in sequentibus frequens
erit usus®®, ideo placuit brevitatis gratia semel hic & generalius apponere. Sed in rem redeamus.

481 effetti, Rollo fard frequente uso dei risultati di questo Lemma, nello studio di diversi moti. Qui, motivati essenzialmente dalla
volonta di un confronto tra la sua esposizione e quella data dal Grandi nelle sue “Instituzioni Meccaniche”, tratteremo solo pochi
esempi, rimandando il lettore al testo originale integrale [25], reperibile anche in formato elettronico sul WEB.

51



§37.  Celeritates € tempora eodem plane modo reperientur in vi centrifuga quo sectione prima reperta sunt in
vi centripeta. Corpus ex quiete in puncto A repellatur a centro virium S per rectam AB, sitque scala virium idem
triangulum® ASD cujus aequatio BE (f) = BS (x) .

§38.  Quadratum velocitatis in B (u?) erit poportionale areae ABED seu BSE—ASD , hoc est x2—a? (positis
iisdem denominationibus SA =a, SB = x ) quare aequatio ad scalam velocitatum AF (§11.) erit u® = 2 — a®

quae est ad hyperbolam aequilateram centro S, semiaxze SA descriptam.

§39.  Si ex puncto F' ducatur tangens FN, quae occurrat in N semiaxi transverso C'S producto, erit ex conicis
BF, seu SM : SC = SC : SN ; quare si FB producatur, sumaturque BG aequalis seu proportionalis cum
SN, idemque fiat in ceteris ordinatis, emerget GL scala temporum elementarium (§11.), quippe reciproca scalae
velocitatum AF, siquidem BG x BF (z x /22 —a2) = SC?, sive SA? (a®) & 2 =a?/Va% —a?.

§40. Tempus integrum ab initio motus per spatium AB erit (§11.) t=[ % , quod differentiale est
duplum differentialis trilinei hyperbolici comprehensi arcu AF', semiaze SA, € radio SF ducto ab ejus centro, ut

ex lemmate praecedenti §36. patet, & tota area GBAL (= [ \/‘% ) dupla est trilinei hyperbolici ASF, cui

49 ’autore considera quindi il moto di un corpo, inizialmente in quiete in un qualche punto A, soggetto ad una forza repulsiva
(F = K ) di intensita direttamente proporzionale alla sua distanza dal centro S di tale forza.
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proinde proportionale est tempus per AB.

Fig. A

Commento.  Vediamo quindi come si possono dimostrare e interpretare in chiave piu moderna le principali
proposizioni contenute in questi ultimi quattro §§.

Come gia detto nella Nota 49, qui si considera il moto di un corpo, inizialmente in quiete in un certo punto A,
respinto da un punto fisso S con una forza F(x) = Kz, direttamente poporzionale alla sua distanza da tale
punto. Facendo riferimento alla Fig. A, che riproduce in modo semplificato parte dell’originale Fig. 12, fissiamo
un sistema di assi cartesiano di origine il centro S della forza, in cui ’asse = verso destra & ’asse su cui avviene
il moto; poiché la coordinata x = SB del generico punto B & proprio la sua distanza dal centro S, la forza
F(z) = Kx & rappresentata dalla semiretta SE. Scegliendo, come nel caso attrattivo studiato in precedenza
K =m =1, potremo scrivere che F(x) = x; ovvero, dette SA =a e SB =z le distanze da S, rispettivamente,
del punto iniziale A e del punto generico B, i corrispondenti valori delle forze saranno dati dai segmenti AD = a
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e BE = x; naturalmente, la scala delle forze sara rappresentata dalla semiretta per SFE, inclinata di 45° rispetto
all’asse orizzontale delle x.

Possiamo quindi applicare, come in precedenza, il Teorema delle Forze Vive per determinare la Scala delle Velocita
acquisite dal corpo durante il moto. Si ottiene cosi:

x x 1 1
,cAB:/ F(gc)dac:/ vde = (@ —a®) = AT = 242, (106)
a a 2 2

da cui deduciamo che la posizione = e la velocita u devono soddisfare I’equazione di un’iperbole equilatera:
2?2 —u? = a?, ovvero che: u(x) = a2 — a?, rappresentata in Fig. A dalla curva AP. Con lo stesso procedimento
gia utilizzato nei casi precedenti, possiamo percio ottenere i tempi del moto dal punto iniziale A (di ascissa a) al
punto generico B (di ascissa z), integrando la funzione reciproca delle velocita: z(x) = 1/u(z) = 1/vVz? —a?. Si

trova cosi:

d¢ sinhndn

T T dx z/a
tAB:/ zxdx:/ 7:/ = =
a (@) a Va?—a? 1 VEE -1 \/costhfl

(107)

= / dn = [n] = arc cosh (g) — arccosh(1) = arccosh (%) ,

dove si sono effettuati i seguenti cambi di variabile di integrazione: ¢ = z/a, & = coshn. Possiamo infine
esprimere il risultato in termini di funzioni elementari osservando che, essendo ¢ = coshn = (e + e7")/2, si
ottiene per e” la seguente equazione di 2° grado: e?7 —2¢£e” + 1 = 0, dalla quale si evince che (la soluzione

accettabile ¢): €7 =&+ /€2 — 1, ovvero: n =1In <§ + /&2 — 1) . Utilizzando questa espressione nell’eq.(107) si
ottiene in definitiva il seguente risultato per il tempo del moto dal punto iniziale A al generico punto B:

tap =In Lll (:c—i— x?—a?)} . (108)

Torniamo adesso al testo originale del Rollo, che fornisce un altro paio di Corollari al caso qui esaminato di una
forza repulsiva direttamente proporzionale alla distanza dal punto centrale S.

844. Si corpus ponatur in quiete in centro S, si nempe SA (a) =0, erit u? = (§38.) x® —a® =2%, &
z=1/xz; atque dt = zdx = df , cujus integrale esse potest vel quantitatis infinitae®® (nam i i—z =/ rx lde =
% = % = o0 ) vel logarithmus ipsius x si nempe addatur vel detrahatur quantitas aliqua constans, quae quidem

clarius explicanda sunt.

501 interessante notare, anche da un punto di vista storico (nel contesto cioe¢ della Storia della Matematica), come viene qui trattato

. . . a dx
l'integrale “improprio” fo o=
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2 in punctis A, B erunt ut

Si itaque corpus ex quiete in centro S moveatur per SAB, quadrata velocitatum u

trianguli ASD, BSE, sive ut quadrata SA%, SB? (x%): scala ergo velocitatum est eadem ac scala virium®?!
nimirum triangulum BSE : ejusque trianguli curva reciproca, quae est hyperbola asymptota®® GHL, erit scala
temporum elementarium, hoc est BG  (z) = 1/BS (1/x). Tempus ergo ab initio motus in centro S per
spatium quocumque SA erit ut area asymptotica SLHA, quae est infinita. At vero tametsi corpus in centro S
positum nonnisi tempore infinito spatium quodlibet SA percurreret, tamen in dato quodlibet puncto A ea celeritate
impelli potest, quam eo motu acquireret, celeritate AD; in quo casu motus per AB continuatas easdem scalas
celeritatum € temporum elementarium habebit: tempora ergo ab initio hujus motus in dato puncto A per spatia
quaelibet AC, AB erunt (§8.) ut areae hyperbolicae AHFC, AHGB. Notum vero est has areas hyperbolicas esse
logarithmos abscissarum SC, SB (x), ita nimirum ut, sumpta abscissa SA pro unitate®®, sint hinc inde absissae
superiores SC, SB &c. termini ascendentes progressionis geometricae, € abscissae inferiores Sc, Sb Ec.
termini descendentes, quaemadmodum areae hyperbolicae superiores AHFC, AHGB &c. sunt termini positivi
progressionis arithmeticae, € areae inferiores AH fc AHgb &c. sunt ejusdem progressionis termini negativi hinc
inde ab ordinata AH ubi area est nulla.

Si ergo ad easdem abscissas SC, SB fiant ordinatae CM, BN proportionales areis AHFC, AHGB, erit curva
NAn logarithmica, & quaelibet ordinata BN erit logarithmus abscissae SB, scilicet BN = In x . Itaque tempus
quo corpus describit spatium AB (seu dicas differentia temporum quibus describuntur spatia a centro SA, SB )
est ut BN logarithmus distantiae a centro SB. Similiter tempus quo describitur Ab, seu differentia temporum
quibus describuntur SA, Sb, est ut bn logarithmus distantiae Sb. Si ergo in dato puncto A impellatur corpus
sursum vel deorsum velocitate AD, scala temporum motus accelerati sursum per AB, vel retardati deorsum per
AS erit logistica N An .

§45. Si motus®® in eadem wvi centrifuga incipiat a centro S cum aliqua velocitate SC, quam exempli causa
acquireret corpus eadem vi centripeta ad centrum decidens per altitudinem AS, & ex centro S inde repellatur vi
centrifuga per SA, erit u? = a®+a? |, & 22 =1/(a>+2?) , & dt = dx/Va? + 22 , quod est differentiale ejusdem
ac supra trilinei hyperbolici comprehensi ab hyperbola Cb, semiaze transverso SC, & radio ducto ab ejus centro,

51nfatti, con a = 0, si vede che u? = z2, e quindi u = z; inoltre, 1’osservazione secondo la quale i quadrati delle velocita siano

proporzionali alle aree dei quadrati SA2, SB2, etc., & conseguenza del fatto che i triangoli SAD, SBE, sono rettangoli isosceli,
avendo scelto K =m = 1.

528i veda Fig. 13.

53Cioe, ponendo SA=a=1.

54Qui l’autore fa di nuovo riferimento alla Fig. 12.
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sumptis in aze conjugato SA abscissis = x, quod innuisse sufficiat ne eadem repetere videamur.

§46.  Quae dicta sunt §32. in vi centripeta si corpori celeritas aliqua externo impulsu imprimatur, applicari etiam
possunt in vi centrifuga: reperiri nimirum punctum A, a quo corpus moveri debeat ex quiete ut in dato puncto B
datam velocitatem BF' acquirat: siquidem centro S per datum punctum B descripto circulo Bd quem secet in d
recta ex F' parallela ad SB, si ex d ducatur super SB perpendicularis dA , habebitur punctum quaesitum A vertex
hyperbolae seu scalae velocitatum AF'; quod ex dictis clarum est. Si data celeritas BF aequatur SB punctum A
coincidet cum S, € erit casus §44., atque hyperbola AF coincidet cum asymptoto SE. Si demum celeritas BF' sit
magjor quam SB erit casus §45., & tum centro B distantiae BF describi debet circulus qui secabit SM in puncto
C wertice hyperbolae seu scalae velocitatum Cb: quae ex dictis clara sunt.

Commento. A questo punto 'autore, a conclusione di questa “SECTIO II”, inserisce uno “SCHOLION” dove
tratta il problema del moto verso l'alto di una bolla di aria che parte dal fondo di un recipiente riempito di
un liquido di densita nota, tenendo conto delle variazioni delle dimensioni della bolla stessa conseguenti alla
diminuzione della pressione (idrostatica) durante il moto di salita. Qui ci accontentiamo di presentare solo
alcuni dei risultati dati nell’originale latino ai §§44-46, fornendone una spiegazione piu attuale, come gia fatto in
precedenza.

Consideriamo quindi il moto di un corpo soggetto alla forza repulsiva di tipo elastico, F(z) = K z, direttamente
poporzionale alla sua distanza dal centro S. Si supponga adesso che nel punto iniziale A, di ascissa SA =1, il
corpo abbia gia una certa velocitd u(A) = uy ; chiediamoci quali sono i tempi del moto per spostarsi in punti di
ascissa che stanno tra loro in progressione geometrica: SB = ¢-SA =¢q, SC =q-SB = ¢? SA = ¢*>, SD =
q-SC=¢>SA=4¢>, etc.

L’applicazione del Teorema delle Forze Vive, gia utilizzata in precedenza per il presente caso, da, per il moto dal
punto iniziale A (di ascissa SA = 1) al generico punto P (di ascissa z):

CAP/F(z)dx/lw dex:%(xzfl):AT:%m[u(z)qu%)], (109)
da cui si ottiene:
wo) =@ =D S ww = s )= s (110)

.....

uguale a u(A) = vy = /K/m = 1. L’integrazione della funzione z(x), reciproca delle velocita, ci permette di
trovare i tempi cercati:

q q
t[A%B:q]:/ z(x)dx:/ d—zzlnq,
1 1

2 2

q q
t[A—>C:q2]:/ z(x)d :/ —lenq2:2lnq:2~t[A—>B:q],
1 1 T (111)

]

3 3

q q
t[A—>D=q3]:/ z(x)d :/ —mzlnq3:3lnq:3-t[A—>B:q],
1 1 7T

]
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che dimostra come i tempi dei moti per muoversi dal punto iniziale A in punti le cui distanze da S sono in
progressione geometrica tra loro, riisultano essere in progressione aritmetica, come detto dal Rollo nel suo testo.
Tralasciamo qui la dimostrazione degli altri risultati.

A conclusione di questa esposizione in parallelo di alcuni dei risultati dati dal Grandi e dal Rollo nei rispettivi
Trattati, vogliamo accennare alla trattazione che quest’ultimo da del caso del moto di un corpo soggetto ad una
forza attrattiva di intensita inversamente proporzionale al quadrato della distanza da un punto fisso centrale S,
esattamente come la Forza di Gravitazione Universale proposta da Newton. Ecco il testo originale latino della
prima parte della “SECTIO I” dell’ “EXEMPLUM III” (dalla pag. 29 di [25]):

3.2 EXEMPLUM III. “De motu corporum rectilineo in vi centrali quadratis distantiarum
a centro reciproce proportionali”.

3.2.1 SECTIO I. “Et primum in vi centripeta”

§48.  Decidat corpus ez quiete in puncto A recta ad centrum virium S, atque vis AD in puncto A ad vim BE
in quolibet alio puncto B reciproce ut SB? ad SA? ; scala virium DE erit hyperbola cubica inter asymptota SA,
SC, ejusque aequatio erit BE (f) = BS? (1/x?).

ot
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§49.  Quare area EBSC ([ fdx) = [ % =—1/x, & posito xt = SA=a, erit area DASC = —1/a itaque

aequatio generalis ad scalam velocitatum AF  (§10.) vw? =Q — [ fdz evadit u* = —é + % , sive u? = “~r,

scilicet quadratum velocitatis BF? (u?) est proportionale quantitati =% | hoc est directe ut spatium percursum
AB (a—x), & reciproce ut spatium percurrendum BS (x ).

Et quidem quadrata velocitatum BF, bf in quibuslibet punctis B, b sunt (§4.) ut areae hyperbolicae ABED,
AbeD : area vero ABED est differentia arearum BME, AMD, seu (in hac hyperbola cubica) rectangulorum
EBS, DAS : si ergo inter asymptota SA, SC ducatur per punctum D hyperbola apolloniana DR, quae secet in
R ordinatam BE, erunt rectangula DAS, RBS aequalia, adeoque EBS — DAS = EBS — RBS = ER x BS =
(ob EB : BR = BR : AD = AS : SB, & dividendo ER : RB = AB : BS) RB x BA : spatium ergo
hyperbolicum DABE aequatur rectangulo ABR : similiterque demonstratur spatium DAbr aequale rectangulo
Abr . Sunt autem rectangula ABR, Abr in ratione composita ex AB ad Ab, & ex BR ad br, sive Sb ad SB :
quare spatia illa hyperbolica, seu quadrata velocitatum in punctis B, b, sunt directe ut spatia percursa AB, Ab,
& reciproce ut distantiae a centro Sb, SB.

Scala ergo velocitatum AF erit curva ejus naturae, ut ordinatarum BF, bf quadrata sint ut abscissae a vertice
A applicatae ad abscissas a centro virium S, hoc est ut ‘g—g ad l%b : quae curva construi potest ope semicirculi
vel semiellipseos AHS super diametro AS; nam ducta in vertice A tangente AG infinite producta, ex puncto S
ducantur SG, Sg secantes circulum seu ellipsim in H, h ex quibus punctis ordinatae BH, bh producantur in F,
f,utsint BF = AG, bf = Ag &c. eaque curva AF' erit versoria, de qua vide epist. nostram ad cl. Lorentinium

num. 27.

§50.  Potest eadem versoria construi ope tangentium. Scilicet ex quolibet puncto h circuli vel ellipsis ducatur
tangens hX, quae a tangente in vertice A abscindat AX; erit haec AX dimidia supradictae Ag (ut patet ex
conicis) seu bf ordinata ad versoriam. Ex qua constructione patet, aream quamcumque FBbf ordinatis FB,
fb, axe Bb, & arcu versoriae Ff comprehensam quadruplam esse trilinei elliptici seu circularis HAh ramis
AH, Ah, & arcu Hh comprehensi: quemadmodum versoriae spatium integrum N AS quadruplum semiellipseos
aut semicirculi: est enim hic casus particularis lemmatis §36. fig. 11. Si nimirum ipsi AX ponatur aequalis
ordinata bn , idenque fiat de aliis ordinatis, orietur curva versoria AnHN, cujus quaelibet ordinatae BH, bn
dimidiae sunt ordinatarum BF, bf ad aliam versoriam AfF; haecque versoria AnHN transit per punctum H
medium semicirculi AHS.

Commento. Questo ¢ stato 'ultimo brano del testo di Rollo che abbiamo deciso si includere in questo lavoro,
e che adesso andiamo a commentare, dimostrando alcune delle sue proposizioni.

Si suppone qui che il corpo®®, inizialmente in quiete nel punto A (di ascissa SA = x4 = a), si muova verso il
centro S (in cui = 0) a causa di una forza attrattiva di intensitd inversamente proporzionale al quadrato della
distanza x da tale punto. Detto B il generico punto (di ascissa SB = z ), abbiamo quindi che la forza attrattiva
verso S in tale punto ¢ data da F(B) = BE = F(z) = —1/SB? = —1/2%. L’applicazione del solito Teorema
delle Forze Vive porta quindi a:

B Tde 11" 1 1 a-x 1 )
EAB:AI'ea[ABDE]:/A F(m)dl‘:7/a ﬁ: |::1;:| :;75 = g :AT:§[U(I)] s (112)

a

dove, come in precedenza, si sono poste uguali ad 1 sia la costante di proporzionalita della forza col reciproco del
quadrato della distanza, che la massa m del corpo, come fatto dal Rollo nel suo testo. Da questo risultato segue
direttamente la proposizione dell’autore, secondo la quale il quadrato [u(z)]? della velocitd acquisita durante
il moto (da A a B) ¢ proporzionale al rapporto tra lo spazio percorso (AB = a — z) e lo spazio che resta per
arrivare al centro S (SB = z). Inoltre, essendo [u(x)]?> proporzionale all’Area[ABED], risulta esserlo anche
alla differenza delle aree dei rettangoli SBE e ASD, come si evince facilmente dalla Fig. 15. Possiamo infatti
scrivere che:

558i fa qui riferimento alla Fig. 15.
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[u(B)]? ox area| ABE D] = area rettangolo[SBE] — area rettangolo[ASD] = SB x BE — SA x AD =

1 11 1 (113)

come affermato dal Rollo. A questo punto, considerata una generica iperbole (apolloniana) equilatera xy = K |
affinché questa passi per il punto D (essendo AD la forza agente sul corpo nel punto A, pari a F(A) = 1/SA? =
1/a?), occorre che K = a-y(a) = a-(1/a*) = 1/a, cosicché la sua equazione cartesiana risulta essere: y(z) = L.
Di conseguenza, detto R il suo punto d’intersezione col segmento BE (cosicché BE = 1/SB? = 1/2? | e
SR = ﬁ ), larea del rettangolo SBR & data da: Area[SBR] =SB x BR=x - ﬁ = % , proprio uguale all’area

del rettangolo ADS (= SAx AD =a- a% = % ), per cui, riprendendo 1’eq.(113), possiamo concludere che:

[u(B)])? oc area| ABE D] = area rettangolo[S BE] — area rettangolo[ASD] =

= area rettangolo[SBE] — area rettangolo[SBR] = ER x BS = (BE — BR) x BS = (114)

1 1 1 1 1
= <2 - ) x=———=—"-(a—x)=RB x BA = area rettangolo[ABR] (q.e.d.)
z?2  azx x a ax

ovvero, I'area della regione iperbolica ABED (alla quale & proporzionale il quadrato [u(z)]? della velocita del
mobile) & uguale a quella del rettangolo ABR, come affermato dal Rollo nel suo testo.

Passiamo infine alla costruzione grafica della curva (cioé della scala) delle velocita AF. Sia quindi 'ordinata BF'
la velocita u(B) = wu(z) nel generico punto B di ascissa SB = z. Costruiamo adesso la semicirconferenza di
diametro SA = a; il suo centro sia detto O (tale che SO = OA = a/2), ed H sia la sua intersezione col segmento
BF (siveda la Fig. 15), con OH = SO = a/2. Tracciamo ora la retta per SH e la si prolunghi fino ad intersecare
nel punto G la retta verticale passante per il punto iniziale A (perpendicolare all’asse delle ascisse SA). Infine,
tracciamo la retta parallela a SA passante per tale punto G; questa interseca la retta verticale passante per il
generico punto B proprio nel punto F, tale che BF & la velocita cercata (acquistata in B). Questo & quanto
suggerito nel testo dall’autore. Vediamo di dimostrare questo risultato per via algebrica.

Dalla Fig. 15 si vede che: SB=xz, BA=a—x, OB=5B— SO =z — a/2; inoltre:

2 2
HB=+OH?-0B? = %—(m—g) =+/z(a—1). (115)
Quindi, dalla similitudine dei triangoli SBH e HGF, troviamo che:

pr=ag=HBxSA_Velamna_ Jome, g JLL ), (116)
T T T a

SB

dimostrando quindi che il punto trovato con la suddetta costruzione geometrica ¢ proporzionale alla velocita BF
cercata. Cambiando il punto B, possiamo pertanto tracciare la curva cercata della “scala delle velocita” AF .

A conclusione della nostra esposizione, calcoliamoci il tempo necessario per la caduta di un grave (su S) lasciato
cadere dallo stato di quiete da un punto A infinitamente lontano. Cid equivale a porre a — oo nell’eq.(112); si
trova cosi:

1 1 1 1 1
§UQ:E = Zu\/g = t:/zdx:\ﬁ/ﬁdeE\/QxB. (117)
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4 Conclusioni

In questo lavoro abbiamo voluto esporre alcune tematiche attinenti alla Meccanica, nel linguaggio e nelle notazioni
di due trattati scritti nella prima meta del Settecento da due Professori Pisani, Guido Grandi e Celestino Rollo.
Il primo scrisse le sue “Instituzioni Meccaniche” in Italiano, mentre il secondo utilizzo il Latino nel suo “De
Corporum Motu Rectilineo, et Curvilineo in mediis non resistentibus”. Abbiamo deciso di presentare le versioni
originali dei rispettivi estratti, sia per permettere al lettore un confronto diretto dei due autori, che per fargli
apprezzare piu da vicino ’evoluzione degli approcci ai problemi della Meccanica che ebbe luogo in quel periodo di
transizione, tra il Seicento ed il Settecento, in piena Rivoluzione Scientifica, quando i relativi trattati, inizialmente
basati per lo piu su costruzioni geometriche, cominciarono a far sempre maggior uso anche dei nuovi strumenti
del calcolo differenziale e integrale introdotti da Newton e Leibniz. Abbiamo cercato, per la maggior parte delle
proposizioni presentate, di fornire dimostrazioni e considerazioni in un’ottica pitt moderna, sia con lo scopo di
chiarire il contenuto talvolta piuttosto oscuro dei testi originali, che di rendere i risultati presentati piu facilmente
fruibili anche da parte degli studenti.
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